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Resumen 



Dos temas principales recorren las paginas de esta Tesis: las formas de 
transgresion como lagrangeanos para teorias de gauge y la expansion en se- 

migrupos abclianos de algebras de Lie. 

Una forma de transgresion es una funcion de dos conexiones de gauge cu- 
ya propiedad principal es su completa invariancia bajo transformaciones de 
gauge. A partir de esta forma se construye un lagrangeano, se derivan ecua- 
ciones de movimiento, condiciones de borde y cargas de Noether asociadas. 
Se propone un mctodo de separacion en subespacios, basado en la formula 
extendida de homotopia de Cartan, que permite (i) separar el lagrangeano en 
contribuciones de 'volumen' y de 'borde', y (ii) dividir el termino de volumen 
en sublagrangeanos correspondientes a los subespacios del algebra de gauge. 
A modo de ejemplo se reconstruye una accion transgresora para Gravedad 
en dimensiones impares. 

Se hace uso de semigrupos abelianos para desarrollar un metodo de ex- 
pansion para (super)algebras de Lie, basado en el trabajo de de Azcarraga, 
Izquierdo, Picon y Varela. La idea central consiste en considerar el produc- 
to directo entre un semigrupo abeliano S y una (super) algebra de Lie Q. 
Se proporcionan condiciones generales bajo las cuales algebras mas pequenas 
(subalgebras y las llamadas 'algebras forzadas') pueden ser extrafdas de S^g. 
Se muestra como recuperar los casos conocidos de expansiones en este nuevo 
contexto. Algunas superalgebras en d = 11 son obtenidas como ejemplos de 
aplicacion del metodo. Se formulan teoremas generales que permiten encon- 
trar un tensor invariante para el algebra expandida a partir de un tensor 
invariante para el algebra original. 

Finalmente se considera una teoria de gauge en d = 11 para el algebra M 
utilizando las ideas desarroUadas en la Tesis. Las propiedades dinamicas de 
esta teoria son brevemente analizadas. 
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Abstract 



Two main themes populate this Thesis's pages: transgression forms as 
Lagrangians for gauge theories and the Abehan semigroup expansion of Lie 
algebras. 

A transgression form is a function of two gauge connections whose main 
property is its full invariance under gauge transformations. From this form 
a Lagrangian is built, and equations of motion, boundary conditions and as- 
sociated Noether currents are derived. A subspace separation method, based 
on the extended Cartan homotopy formula, is proposed, which allows to (i) 
split the Lagrangian in 'bulk' and 'boundary' contributions and (ii) separate 
the bulk term in sublagrangians corresponding to the subspaces of the gauge 
algebra. As an example, a transgression action for odd-dimensional Gravity 
is reconstructed. 

Use is made of Abclian semigroups to develop an expansion method for 
Lie (super) algebras, based on the work by de Azcarraga, Izquierdo, Picon and 
Varcla. The main idea consists in considering the direct product between an 
Abelian semigroup S and a Lie (super) algebra q. General conditions under 
which smaller algebras (subalgebras and the so-called 'forced algebras') can 
be extracted from 5* g are given. It is shown how to recover the known ex- 
pansion cases in this new context. Several d = 11 superalgebras are obtained 
as examples of the application of the method. General theorems that allow 
to find an invariant tensor for the expanded algebra from an invariant tensor 
for the original algebra are formulated. 

Finally, a o? = 11 gauge theory for the M Algebra is considered by using 
the ideas developed in the Thesis. The dynamical properties of this theory 
are briefly analyzed. 
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Capitulo 1 
Introduccion 



/ want to know God's thoughts; the rest are details. 
A. Einstein (1879-1955). 

1.1. Motivacion General 

Hace unos anos, en una conversacion sincera con uno de mis profesores, 
me encontre de pronto en la situacion de explicar cuales eran mis intencio- 
nes de largo plazo en cuanto al estudio profesional de la fisica. No es una 
pregunta facil de responder, de modo que recurri a un viejo truco: citar una 
frase para el bronce de un fisico famoso. La frase escogida, una de las mas 
frecuentemente citadas del cientifico con mas presencia en el mundo actual, 
dice asf (la traduccion es mfa): "Quiero conocer los pensamientos de Dios. 
El rcsto son detalles". No es complctamente seguro que Albert Einstein ha- 
ya jamas dicho cosa parecida, pues se le atribuyen un sinmimero de frases, 
pero ciertamente el espiritu de estas palabras se ajusta a la percepcion que 
hoy tenemos de el. Es una frase muy repetida y, sin embargo, sigue siendo 
la mcjor cxplicacion que puedo dar acerca de por que estoy interesado en el 
estudio de la fisica. 

iQue significa "conocer los pensamientos de Dios"? EI scntido dc csta 
pregunta, al menos para mf, es el de entender el mundo; entender por que las 
cosas son como son, por que ocurren de la manera en que lo hacen. Por que, 
por ejemplo, podemos recordar el pasado pero no cl futuro. Por que el espacio 
en el que nos movemos tiene tres dimensioncs. Por que hay galaxias, luz, 
seres humanos. Cuales son los principios fundamentales, las leyes basicas que 
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 



rigen el universo y que permiten que todo exista. iSon estas leyes arbitrarias? 
/^Pudieron haber sido quizas distintas? 

Entender el como funcionan las cosas ya es un desafio formidable. Es claro 
que "conocer los pensamientos de Dios" es una tarea que va mas alia de las 
capacidades individuales de cualquier persona. Sin embargo, y en este punto 
podemos recurrir a una frase famosa de otro fisico celebre, si en los ultimos 
cien afios hemos sido capaces de ver mas alia de lo que habi'a sido compren- 
dido antes, es porque estabamos de pie sobre los hombros de gigante^. La 
naturaleza acumulativa del conocimiento, y el trabajo de generaciones de 
pensadores a traves de los siglos, permiten que hoy nos sean de facil acceso 
nociones que fueron inalcanzables, por ejemplo, para los antiguos griegos. 

El punto en el que nos encontramos hoy tiene a los fisicos siguiendo el 
camino de la Unificacion, cuyos primeros pasos fueron dados por Maxwell. 
El paradigma de la unificacion sostiene que la naturaleza es una sola, siendo 
las diferentes ramas de su estudio nada mas que construcciones humanas 
realizadas en el intento de comprenderla mejor, y que deberia existir por lo 
tanto un modo unificado para describirla. 

Esta Tesis se enmarca dentro de la biisqueda de una teoria unificada de 
las interacciones fi'sicas. El tema escogido es la construccion de una teoria 
de Supergravedad haciendo uso de metodos matematicos especiahzados. El 
concepto fundamental en el que se basa la construccion es el de Simetn'a. La 
primera parte de la Tesis trata de una clase de teon'as escogidas por su alto 
grado de simetrfa. Resulta por decir lo menos sorprendente el que la biisque- 
da de simetn'a en las teon'as a menudo conduzca a resultados ffsicamente 
relevantes, es decir, teon'as cuyas predicciones pueden ser comprobadas a 
traves de la experimentacion [77] . La segunda parte de la Tesis introduce un 
metodo para expandir algebras de Lie, que son el instrumento matematico 
utilizado para describir la simetn'a. Este procedimiento de expansion permite 
comprender la simetn'a desde una nueva perspectiva, que resulta provechosa 
para la fisica. En el capi'tulo final de la Tesis se propone una aplicacion de 
este metodo a una teoria concreta, de la clase estudiada en la primera parte. 
Si bien el resultado obtenido esta con seguridad aun lejos de ser capaz de dar 
respuesta a todas nuestras preguntas, constituye un paso en la direccion que 
nos interesa, y una base sobre la cual continuar trabajando. 



^La frase es en realidad anterior a Newton, habiendo sido atribuida a Bernard de 
Chartres, un filosofo frances del siglo XII, por su discfpulo John of Salisbury. El original 
en latin es Pigmaei gigantum humeris impositi plusquam ipsi gigantes vident. 
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1.2. Los temas tratados en la Tesis 

Los primeros tres capitulos de esta Tesis describen una clase de teorias 
de gauge en espacio-tiempos de dimensionalidad impar cuyo funcional de ac- 
cion es la integral de una forma de transgresion. Las formas de transgresion 
son funciones de dos potenciales de gauge (uno-formas conexiones) indepen- 
dientes, cada uno con su correspondiente intensidad de campo (dos-forma 
curvatura). Su principal caracten'stica es su invariancia bajo transformacio- 
nes de gauge para un grupo o supergrupo de Lie arbitrario. Los lagrangeanos 
transgresores pueden ser considerados como una generalizacion de los lagran- 
geanos de Chern-Simons (CS). Por un lado, la forma de CS corresponde al 
caso particular de una transgresion en que una de las conexiones es puesta 
igual a cero; por otro, una forma de transgresion puede, en general, ser escrita 
como la diferencia entre dos formas de CS, una para cada conexion, mas una 
forma exacta. 

Escogiendo apropiadamente el grupo de gauge, los lagrangeanos transgre- 
sores y de CS permiten realizar, si bien solo en dimensiones impares, el viejo 
anhelo de interpretar la gravitacion como una teoria de gauge [ISl SHI EOl 
Ell EH EH] ■ Debe destacarse que esta realizacion es lograda no en el contexto 
de una teoria de Yang-Mills, sino para una accion carente de una metri- 
ca de background, en el espi'ritu de Relatividad General. Las extensiones 
supersimetricas de estos grupos permiten formular teorias de Supergrave- 
dad P, [121 [El [El [ZB E2l ES] donde las transformaciones de supersimetn'a se 
cierran off-shell sin que sea necesario introducir campos auxiliares [291 E9]. El 
sector gravitacional de estas teorias generaliza la accion de Einstein-Hilbert 
para incluir potencias mas altas de la curvatura [HI [151 SHI UHl |52l [65l [HHl [81] . 

En el capitulo [2l se revisan brevemente los aspectos mas importantes re- 
lacionados con las teorias de CS, enfatizando aquellos que son generalizados 
al introducir las formas de transgresion. 

La accion transgresora [BlEl[El[IlllIlll2lllllE51[SZl[SHl[5SllS2]es estu- 
diada en terminos generales en el capitulo [31 Las ecuaciones de movimiento, 
las condiciones de borde inducidas y las cargas de Noether correspondientes 
son calculadas para un grupo de gauge arbitrario. Tambien se clarifica la 
relacion entre la forma de transgresion y la de CS, enfatizando los problemas 
relacionados con la invariancia de gauge W2\ . 

En el capitulo [H se introduce un metodo de separacion en subespacios 
basado en la formula extendida de la homotopia de Cartan [21]. Este meto- 
do permite escribir explicitamente el lagrangeano transgresor usando infor- 
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 



macion acerca de la estructura algebraica del grupo de gauge utilizado. El 
metodo prueba ser una herramienta invaluable para el estudio de lagran- 
geanos transgresores para teorias de Gravedad y Supergravedad, aunque su 
ambito de aplicacion no esta restringido a ellas. 

La accion finita para gravitacion en dimensiones impares introducida 
en [55] es recuperada en el capituloOcomo un ejemplo de accion transgresora 
para el algebra de anti-de Sitter. 

El tema de las formas de transgresion es abandonado temporalmente en el 
capi'tulo[6]para pasar al estudio de un metodo de expansion de algebras y su- 
peralgebras de Lie. El metodo propuesto, que llamaremos 'S"- Expansion' [13], 
esta inspirado en un metodo de expansion introducido por de Azcarraga, Iz- 
quierdo, Picon y Varela en [25]. Las diferencias metodologicas, no obstante, 
son significativas. Por ejemplo, mientras el metodo original de [25] recurre 
a la formulacion de Maurer-Cartan para las algebras de Lie, el metodo que 
aqui se propone se basa en operaciones realizadas directamente sobre los ge- 
neradores del algebra. Un rol fundamental del nuevo metodo es jugado por 
semigrupos abelianos discretos. El uso de semigrupos permite generalizar la 
expansion en serie realizada en [25], la cual puede ser visualizada como una 
eleccion de un semigrupo particular. Como resultado, todos los casos de ex- 
pansion estudiados en [25] pueden ser recuperados en este enfoque, mientras 
que nuevas algebras expandidas son obtenidas al escoger semigrupos distin- 
tos. 

El metodo es ilustrado a traves de diagramas y ejemplos. Los diagramas 
constituyen una herramienta poderosa para comprender el funcionamiento 
de la S'-Expansion. Los ejemplos ban sido escogidos (a excepcion del prime- 
ro, cuyo interes es puramente pedagogico) de acuerdo a su relevancia para 
el objetivo de largo plazo de comprender la formulacion geometrica de las 
teon'as de supergravedad. Se estudian diferentes posibilidades de expansion 
de la superalgebra 05p(32|l), las cuales conducen al algebra M, a una su- 
peralgebra extendida similar a las estudiadas por D'Auria y Pre, y a una 
nueva superalgebra con Af = 2 que mezcla aspectos de todas ellas. Algu- 
nos casos de expansion no directamente relacionados con la aplicacion en 
Supergravedad son revisados en [25l H3| B5]. 

Una caracteristica relevante del metodo de S'-Expansion es que permi- 
te construir tensores invariantes para las algebras expandidas a partir de 
un tensor invariante para el algebra original. Esta propiedad permite hacer 
contacto con las teon'as de gauge transgresoras estudiadas en los capi'tulos 
anteriores, donde el conocimiento de un tensor invariante para el algebra de 
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gauge constituye un elemento fundamental. 

En el capitulo [7] se considera una teoria de gauge en d = 11 para el alge- 
bra M, construida haciendo uso de lagrangeanos transgresores y del metodo 
de expansion en semigrupos abelianos [Hj. La accion considerada corres- 
ponde a la integral de una forma de transgresion, como las estudiadas en 
el capitulo [21 El tensor invariante escogido para el algebra M es obtenido 
a partir de la ^-expansion de la superalgebra 05p(32|l) con un semigrupo 
apropiado (ver capitulo [6]) . Una forma explicita para el lagrangeano es ob- 
tenida a traves del metodo de separacion en subespacios introducido en el 
capitulo m La teon'a presentada en este capitulo debe ser considerada mas 
una ilustracion de los conceptos mencionados que un intento de producir un 
modelo realista. 

La Tesis concluye en el capitulo [8] con un resumen de los resultados y una 
vision de las perspectivas abiertas por la presente investigacion. 

Los Apendices contienen detalles sobre distintos aspectos de los calculos 
involucrados en la Tesis asi como un resumen de la notacion y las convencio- 
nes utilizadas. 



CAPITULO 1. INTRODUCCION 



Capitulo 2 

Teorias de Chern— Simons 



Las teorias de gauge constituyen el fundamento de la fisica de particulas 
moderna (para una introduccion historica, ver, e.g., [63] y las referencias 
alli citadas). En este capi'tulo describimos brevemente una clase de teorias 
de gauge caracterizada por una accion independiente de la metrica y por la 
pseudo-invariancia de gauge: las teorias de Chern-Simons (CS). 



2.1. Formalismo General 

2.1.1. Definiciones 

Sea Q una (super) algebra de Lie y sea P una p-forma valuada en el alge- 
bra0, i.e. 

P = P^G^, (2.1) 

donde {Ga, A = 1, . . . , dim (g)} es una base para g y los coeficientes son 
p-formas. Las componentes -P^...^^ de la |}-forma P^ pueden ser numeros 
complejos ordinarios (conmutantes) o de Grassmann (anticonmutantes). De 
acuerdo a la Estadistica estandar, los numeros conmutantes se utilizan en la 
descripcion de campos bosonicos y los anticonmutantes en la descripcion de 
campos fermionicos [64] . 



^Usamos caracteres en negrita para denotar objetos valuados en una (super) algebra 
(ver Apendice \X\ para la notacion y las convenciones). 
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CAPITULO 2. TEORIAS DE CHERN-SIMONS 



El conmutador entre P y una g-forma Q esta definido poiH 

[P,Q] = PQ-i-irQP. (2.2) 

Esta definicion reproduce las nociones usuales de conmutador y anticonmu- 
tador para 0-formas. En efecto, cuando p = q = tenemos 

[P, Q] = P^qB \Ga, Gb] , si 6 son numeros ordinarios, (2.3) 

[P, Q] = P^Q^ {Ga, Gb} , si P^ y son numeros de Grassmann, 

(2.4) 

con 

[Ga-, Gb] = GaGb — GbGa, (2.5) 
{Ga, Gb} = GaGb + GbGa. (2.6) 

Para formas de grado mas alto, la def. fl2.2p asegura que el conmutador 
entre formas este siempre valuado en la (super) algebra q. 

Una primera aplicacion del conmutador entre formas diferenciales puede 
apreciarse en la siguiente definicion. 

Definicion 2.1 La derivada covariante DZ de una p-forma Z valuada en q 
esta definida por 

DZ = dZ + [A,Z], (2.7) 

donde A es una 1-forma. Esta derivada tiene la propiedad que, si Z trans- 
forma como un tensor y A como una conexion bajo g, entonces DZ tamhien 
transforma como tensor. La ley de trans formacion para una 1-forma conexion 
A es 

A^A' = g{A-g-^Ag)g-\ (2.8) 
donde g = exp (^X^Ga) es un elemento del grupo de gauge cuya algebra es 

La version infinitesimal de (12.81) puede tambien ser utilizada para motivar la 
definicion de derivada covariante, pues tiene la forma 

6 A = -DA, (2.9) 

con A = X'^Ga- 

^El producto entre elementos de g ha de entenderse en terminos del algebra envolvente 
universal, la cual existe para cualquier algebra de Lie [23j . 
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2.1.2. El tensor invariante 

Un elemento esencial en la definicion de una forma de CS es un tensor 
simetrico invariant^ bajo el algebra g. Un tensor invariante de grado r es 
una funcion multilineal de la forma 

(■■■),: 0X ■ ■ ■ X0 ^C. (2.10) 

r 

El requerimiento de simetria se traduce en la condicion 

{■■■PQ---)r = i-^y'{---QP---)r^ (2.11) 

donde P es una p-forma y Q es una g-forma. Es importante notar que es- 
ta condicion es valida tanto para generadores bosonicos como fermionicos, 
dado que ambos van siempre multiplicados por formas conmutantes o de 
Grassmann, segiin corresponda. 

El requerimiento de invariancia para (■ ■ ■ )^ puede ser escrito de varias 
maneras equivalentes. Posiblemente la mas fundamental de ellas es 

{{gZ,g-^) ■ ■ ■ {gZrg-'))^ = {Z,--- Z,), , (2.12) 

donde g = exp (^X^Ga)- En terminos de A = X'^Ga & Q, la ec. (I2.12p toma 
la forma 

([A, Zi] Z2 • ■ ■ Z,)^ + ■ • • + (Zi ■ ■ ■ Z,_i [A, Zr]), = 0. (2.13) 

Admitiendo la posibilidad de que A sea una 1-forma (como la conexion A) 
est a condicion se transforma en 

{[A, Zi] Z2 ■ ■ ■ Zr), + (-1)"^ (Zi [A, Z2] Z3 ■ ■ ■ Zr), + 

+ ■■■ + i-lr^■■■^'^-'{Z^■■■Zr^^[A,Zr]), = 0, (2.14) 

donde pk denota el grado de Z^. Recordando la definicion de derivada cova- 
riante, ec. (12.71) . vemos que la condicion de invariancia (12.141) puede ser escrita 
tambien en el modo alternativo 

(D(Zi---Z,)),. = d(Zi---Z,),. (2.15) 

•^La presentacion dada en esta seccion constituye solo un esbozo. Recomendamos al 
lector interesado consultar las Refs. [211 [52] • 
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Conviene notar que el lado izquierdo de (12.151) no es mas que una manera 
abreviada y no particularmente rigurosa de escribir 

(D (Zi • • ■ Z,)), = ((DZi) Z2 ■ ■ ■ Zr), + {-ly (Zi (DZ2) Z3 ■ ■ ■ Zr), + 

+ ■■■ + (Zi • • ■ Zr-i (DZ,)), . (2.16) 

Todas estas formas equivalentes del requerimiento de invariancia son utili- 
zadas a lo largo de la Tesis, dependiendo del contexto. La forma (I2.12p . por 
ejemplo, es litil para calcular la variacion de gauge de cargas conservadas 
(ver secci6n [3.2.3[ pag. HOj) . La version (12.151) . en cambio, permite demostrar 
el teorema de Chern-Weil (seccion 13. ip y calcular ecuaciones de movimiento 
y condiciones de borde (seccion 13.2.20 a partir de una accion invariante de 
gauge. 

A modo de ejemplo, consideremos el algebra de Poincare en d = 3, 
g = ISO (2,1). Una base para esta algebra es dada por Jab y Pa, los cua- 
les satisfacen las relaciones de conmutacion 

[Pa,Pb]=0, (2.17) 
[Jab, Pc] = VcbPa - VcaPb, (2.18) 
[Jab, Jed] = VcbJad — VcaJbd + VdbJca — VdaJeb, (2-19) 

donde a, 6, . . . = 1, 2, 3 y r^afe = diag (—1, 1, 1). Un tensor invariante de rango 
2 para g es encontrado en el tensor de Levi-Civita, 

(JabPc) = Babe, (2.20) 

con todas las demas componentes iguales a cero. La condicion de invarian- 
cia (12.140 sobre (I2.20p toma la forma 

{[A, Jab] Pc) + {Jab [A, PJ) = 0, (2.21) 

donde A es una 1-forma valuada en g, 

A = e^Pa + ^uj'^'Jab. (2.22) 

Reemplazando (12:221) en fl2:2T]) y utilizando el algebra fl2Tn) - fl2J9D es facil 
ver que la condicion de invariancia se reduce a 

l^\£ebe + UJ%eaec + (^^Sabe = 0. (2.23) 
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Esta condicion, por supuesto, no es otra cosa que la conocida identidad 

B^Eabc = 0. (2.24) 

Para demostrar esta identidad resulta conveniente partir de la delta de 
Kronecker generalizadc0 f^^ffj^, la cual se anula identicamente en d = 3: 

Kl'J = 0- (2.25) 
Multiplicando este cero por u'^^ liallamos 

= <KlS 



a"6cd ^ b"acd 1" ^ c^abd 

Poniendo ahora f = l, g = 2,h = 3 obtenemos el resultado deseado: 

Uj'^a^ebc + (^%£aec + (^"c^abe = 0. (2.26) 

La generalizacion a dimensiones mas altas no presenta dificultad alguna. El 
tensor de Levi-Civita tambien proporciona un tensor invariante para los gru- 
pos de de Sitter y anti-de Sitter, cuya contraccion de Inonii-Wigner corres- 
ponde a Poincare. 

2.1.3. La forma de Chern— Simons 

La forma de CS es una funcion polinomial local de una 1-forma A valuada 
en una (super) algebra de Lie q. Explicitamente, 

= (n + l) f dt {A (MA + ^A^) , (2.27) 

donde (■ ■ ■ ) denota un tensor simetrico invariante bajo q de rango n + 1. Los 
casos mas simples corresponden a n = 1, 2: 

Qg = ^AdA+^A=^^, (2.28) 

l(5) _ / 4 /l^2 3 3 3 5 



Q^'i^ = ( A {dAY + - AMA + ) • (2.29) 



*Las propiedades mas importantes de la delta de Kronecker generalizada estan resumi- 
das en el Apendice O 
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Como se aprecia en estos ejemplos, el rol de la integracion sobre t en f l2.27p 
es el de fijar los coeficientes del polinomio. 

La propiedad mas importante de la forma de CS tiene que ver con su 
comportamiento bajo transformaciones de gauge. 

Denotando por F = dA+A"^ a la curvatura correspondiente a la conexion 
A, puede demostrarse que la forma de CS satisface la identidad 

dQgg"+^) = . (2.30) 

Efectuando una transformacion de gauge a ambos lados de fl2.30p encontra- 



mos 



dW2c?"''^ = 0. (2.31) 

Esta identidad muestra que la variacion de la forma de CS bajo transforma- 
ciones de gauge es una forma exacta. 

Realizando explfcitamente la variacion, uno encuentra que la forma de 
CS cambia a 

Qgr" (A') = sgr" (A) + (-!)-■ ((f-'ds)""') + 

(2.32) 

donde ^^-^^ es una 2n-forma. El segundo termino en el lado derecho de fl2.32p 
es una forma exacta que no depende de A. 

Las consideraciones anteriores implican que localmente podemos escribir 

^gaugeQcS ^ ~ df2^ \ (2.33) 

donde fi^^"^ es una 2n-forma que depende de A y su derivada exterior dA. 

La invariancia modulo derivadas totales de la forma de CS (por lo menos 
en el caso de transformaciones infinitesimales) liace que sea interesante consi- 
derarla como lagrangeano para una teon'a de gauge basada en g. Esta teoria 
de gauge difiere de la teoria usual de Yang-Mills (YM) en diversos aspec- 
tos, comenzando por el lagrangeano. Para facilitar la comparacion, partamos 
escribiendo ambo^: 

Lym = -^{FA^F), (2.34) 

Lgg"+^) = {n + l)k f dt (A (MA + t^AY) ■ (2.35) 
Jo 



^Aquf k es una constante arbitraria adimensional (cuando h = 1). 
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A continuacion listamos una serie de aspectos relevantes a ambos lagran- 
geanos y comentamos sobre las semejanzas y diferencias entre ellos. 

■ Dimensionalidad: Mientras el lagrangeano de YM puede ser escrito en 
cualquier niimero de dimensiones, el de CS solo existe en dimensiones 
impares. 

■ Tensor invariante: Ambos lagrangeanos hacen uso de un tensor simetri- 
co (■ ■ ■ ) invariante bajo el algebra. En el caso de YM, el tensor es de 
rango 2 y es usualmente identificado con la metrica de Killing. Para 
CS, el tensor es de rango n + 1 y solo puede vincularse con la metrica 
de Killing en ci = 3. 

■ La metrica: El lagrangeano de CS es independiente de cualquier metrica 
que pueda existir (o no) en la variedad espacio-temporal M. El lagran- 
geano de YM, en cambio, necesita de la existencia de una metrica en 
M para poder ser escrito, debido a la presencia del dual -k de Hodg^. 

■ Campos independientes: El unico campo independiente en ambos la- 
grangeanos es la 1-forma conexion A. La metrica presente en el lagran- 
geano de YM es usualmente considerada como un campo de background. 
Esta metrica puede hacerse dinamica recurriendo a un lagrangeano adi- 
cional (el de Einstein-Hilbert, por ejemplo), pero no puede interpretarse 
como un campo de gauge en el mismo sentido que A. 

■ Curvatura: El lagrangeano de YM es cuadratico en la curvatura F. 
El lagrangeano de CS, en cambio, contiene potencias mas altas de la 
curvatura (para c? > 5). 

■ Dinamica: Las ecuaciones de movimientdll para YM y CS son D -kF^ = 
y {F^Ga) = 0, respectivamente. A pesar de la presencia de potencias 
de la curvatura mayores que dos en el lagrangeano, las ecuaciones de 
movimiento para CS son de primer orden en A. 

^El dual ^ de Hodge relaciona una p- forma a = (1/p!) a^^.-.^pda:^^ A • • • A dx^^ en 
una variedad espacio-temporal d-dimensional con la {d — p)-forma -ka definida por -ka = 
{1/pl {d-p)l) 

V''9^fj.i---fj.d'^^^ /'PfiajMp+i /\ . . . Adx'^''. Como se desprende de su definicion, 
el dual de Hodge requiere la presencia de una metrica invertible en la variedad [301 160j . 

''Las ecuaciones de movimiento para YM que se obtienen mediante variacion directa 
del lagrangeano son ((D ★F) Ga) — 0. Cuando la 'metrica de Killing' Kab = {GaGb) es 
invertible^ entonces estas pueden escribirse mas sencillamente como D -kF = 0. 
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En esta Tesis nos dedicamos en forma exclusiva al estudio de lagrangea- 
nos de CS y de su generalizacion inmediata, las formas de transgresion (ver 
capitulo [3]). Esta eleccion esta motivada por el deseo de escribir una teoria 
unificada, que incluya gravitacion, en donde todos los campos independientes 
puedan ser interpretados como componentes de una conexion para un grupo 
de gauge. 



2.2. Chern— Simons y Gravitacion 

En esta seccion consideramos una teoria de CS en d = 2n+l dimensiones 
para el algebra de anti-de Sitter, so {2n, 2). La base canonica para esta algebra 
esta dada por los generadores Pa y Jab, con las relaciones de conmutacion 

[Pa:Pb]=Jab, (2.36) 
[Jab, Pc] = VcbPa - VcaPb, (2.37) 
[Jab, Jed] = VcbJad — VcaJbd + VdbJca — VdaJcb, (2.38) 

donde rjab = diag (— , +,...,+) es la metrica de Minkowski. La estructura de 
esta algebra permite intrepretar los campos de gauge asociados a Pa y Jab 
como el vielbein y la conexion de spin en una formulacion de primer orden 
de gravedad. Para comprobar esto, consideremos la 1-forma conexioij^ 

A = je^Pa + ]^u'''Jab (2.39) 
y un elemento arbitrario A G so (2n, 2), 

A = jX'^Pa + h'^'Jab. (2.40) 

La transformacion de gauge infinitesimal 5 A = —DA puede ser descompuesta 
en la forma 

Se"" = X\e^ - D^A^ (2.41) 

Suj^b ^ + 1_ _ ^b^a^ _ ^2.42) 



®La introduccion de la escala de longitud £ es necesaria debido a que la interpretacion 
de e° como vielbein requiere que este tenga dimensiones de longitud. 
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Cuando A corresponde a una transformacion de Lorentz, i.e. cuando A" = 0, 
las ecs. f l2.41l) - fl2.42l) reproducen las familiares leyes de transformacion para 
el vielbein y la conexion de spin. El primero resulta ser un vector de Lorentz 
y la segunda una conexion. 

La curvatura asociada a la conexion (12.391) es 



donde 

= D^e^ (2.43) 
= dcu"^ + uj\u'\ (2.44) 

corresponden a las definiciones usuales de torsion y curvatura de Lorentz. 

Para poder escribir un lagrangeano de CS para esta algebra hace falta un 
tensor simetrico invariante de rango n + 1. Al igual que para el algebra de 
Poincare en c? = 3 (ver seccion [2.1.21 pag. [24|) . podemos recurrir a 

2" 

con todas las demas componentes iguales a cero. 

En este punto resulta conveniente introducir formas diferenciales valuadas 
en el algebra, como 

e = \e''Pa. (2.46) 
a; = i^^^'J.fe. (2.47) 

En terminos de ellas, la curvatura de Lorentz y la torsion adquieren las 
expresiones sencillas 

T = de + [a;, e] , (2.48) 

R = duj + u:'^. (2.49) 

Las componentes R^'^ y pueden ser recuperadas por medio de 

T = jT'^Pa, (2.50) 
i2 = ^i?'^" J,fe. (2.51) 
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Estas definiciones son extremadamente utiles para manipular expresiones 
complejas, ya que minimizan la escritura sin comprometer la rigurosidad 
o la claridad de la exposicion. 

Usando esta notacion, el lagrangeano de CS [cf. ec. (12.351) ] toma la formal^ 

Lg+^) = (ri + l)A; [\t {{R + t^e^ e) + dB^^^\ (2.52) 
Jo 

Si bien en (12.521) no hemos reemplazado explfcitamente el tensor invarian- 
te (12.451) . si hemos tenido en cuenta cuales de sus componentes son distintas 
de cero. Una consecuencia directa de la estructura particular de este ten- 
sor invariante es la ausencia de torsion en el lagrangeano. Otros tensores 
invariantes produciran, en general, lagrangeanos con torsion [52j . 

A modo de comparacion citamos tambien la forma explfcita del lagran- 
geano (12.521) obtenida al reemplazar el tensor invariante (I2.45P : 



X 



X j^^a2„_ia2„ ^ _ga2n-iga2„ j ^aa^+i ^ d5g?\ (2.53) 

Hay algo engafioso en la aparente sencillez de las expresiones (12.521) - 
(12.531) . Como el lector diligente habra notado, no es inmediato obtenerlas a 
partir de la definicion de la forma de CS [cf. ec. (12.271) ]. En general, conseguir 
una expresion manifiestamente invariante de Lorentz para un lagrangeano de 
CS gravitacional a partir de la definicion (I2.27P es una tarea no trivial. Esto 
se debe a la naturaleza de la forma de CS, la cual depende de dA y en 
forma separada y no a traves de la combinacion tensorial F = dA + (en 
otras palabras, el lagrangeano de CS no puede ser escrito solo como funcion 
de F, siendo imprescindible incluir tambien A). 

El modo de obtener las expresiones (12.521) y (I2.53P consiste en visualizar 
la forma de CS como un caso particular de objetos mas generales conocidos 
como formas de trans gresion. Las formas de transgresion son uno de los temas 
recurrentes de esta Tesis, y como tales son analizadas en detalle en el capitu- 
lo [HI El formalismo de las transgresiones facilita enormemente la obtencion 



^El lagrangeano (j2.52p pertenece a una familia de lagrangeanos para gravitacion en 
dimensiones mayores a cuatro originalmente introducida per D. Lovelock en [49] (ver 
tambien [48]). 
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de expresiones invariantes de Lorentz para lagrangeanos gravitacionales de 
CS, y permite encontrar una forma exph'cita para el termino de borde -B^s*^ 
que aparece en (12.521) y (12.531) . 
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Capitulo 3 



Formas de Transgresion como 
Lagrangeanos para Teorias de 
Gauge 

En este capitulo introducimos uno de los conceptos fundamentales de esta 
Tesis: las formas de transgresion. Referencias relevantes para el fundamento 
matematico de las formas de transgresion son el libro de J. A. de Azcarraga y 
J. M. Izquierdo [23] J el libro de M. Nakahara [5D]. La idea de usar las formas 
de transgresion como lagrangeanos para teorias de gauge es relativamente 
nueva, remontandose a apenas un puiiado de articulos recientes [6l [3, [131 HH 
illliaillllSSllSTllSHllSniEl]. La tesis de doctorado de P. Mora [57] tiene 
como tema principal el de las formas de transgresion en teoria de campos. 

Las formas de transgresion constituyen la matriz de donde surgen las 
formas de CS. En las secciones siguientes revisamos brevemente los aspectos 
mas importantes relacionados con las formas de transgresion, dejando para 
el Capitulo m la presentacion de un metodo de separacion en subespacios que 
ayuda a interpretar fisicamente un lagrangeano transgresor. 

3.1. El Teorema de C hern— Weil 

El teorema de Chern-Weil liga la derivada exterior de la forma de trans- 
gresion con la diferencia entre dos densidades topologicas asociadas a dos 
nociones distintas de curvatura. 

Sean A j A dos conexiones para una (super) algebra de Lie q. Las cur- 
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vaturas correspondientes seran denotadas por F j F. Sea (■ ■ ■ ) un tensor 
simetrico de rango r = n + 1 invariante bajo g (ver seccion I2.1.2[ pag. [231) . 

La forma de transgresion Q^^^"* es definida como 

Qa^^ = (^ + 1) ['dt{@Fn, (3.1) 
Jo 

donde 

& = A-A, (3.2) 

At = A + t&, (3.3) 

F, = dAt + Al (3.4) 

La conexion interpola entre A j A a medida que t barre el intervalo 
< t < 1 (esto explica la notacion escogida para denotar la transgresion). 

La propiedad mas importante de las formas de transgresion es su inva- 
riancia bajo transformaciones de gauge. Esta invariancia queda establecida 
facilmente por medio de la siguiente cadena de argumentos: 

1. La diferencia entre dos conexiones es un tensor: transforma como 
tensor. 

2. La suma de una conexion con un tensor produce otra conexion: At 
transforma como conexion. 

3. La curvatura asociada a una conexion es un tensor: Ft transforma como 
tensor. 

4. Dado que todos sus argumentos son tensores, la propiedad de invarian- 
cia [ver ec. (12.121) ] del tensor simetrico (• • • ) garantiza que la forma de 
transgresion Q^^^^ permanezca invariante bajo transformaciones de 
gauge. 

Consideremos ahora el caracter de Chern asociado a cada una de las 
conexiones A j A, {F"'^^) y (^F^^^y La diferencia entre estos caracteres 
puede ser expresada en la forma 



Jq dt 



(3.5) 
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Aplicando la regla de Leibniz para d/dt j recurriendo a la simetn'a de (■ ■ ■ ) 
podemos escribir 

_ <F"+i> = {n + l) dt (f:^jF^ ■ (3.6) 
De la definicion de Ft [cf. ecs. ( I3.2p - fl3.4l) ] es directo establecer la identidad 

donde denota la derivada covariante en la conexion At. 
Reemplazando (13 .7^ en ( 13. 6p obtenemos 

^pn+l-^ _ _ ^ 1) /■ {F^-Dt®) ■ (3.8) 

Jo 

La identidad de Bianchi T)tFt = nos permite ahora escribir 

_ = (n + 1) /" (Di (i^"e)) . (3.9) 

Jo 

Usando la propiedad de invariancia del tensor simetrico (■ ■ • ) [cf. ec. ( 12.151) 
encontramos finalmente 

_ = (^ + l)d /" dt{F]}B). (3.10) 

Jo 

En virtud de la simetrfa de (■ ■ ■ ) reconocemos la forma de transgresion en el 
lado derecho de (13.10p . Luego, podemos escribir 

(^n+l) _ = m^]^^^. (3.11) 

Los pasos anteriores constituyen un esbozo simple de la demostracion 
del Teorema de Chern-Weil. Integrando (13.111) sobre una variedad {2n + 2)- 
dimensional con borde, el teorema de Chern-Weil expresa la diferencia entre 
los caracteres de Chern asociados a cada una de las conexiones con la integral 
de la {2n + l)-forma transgresion sobre el borde. 

El teorema de Chern-Weil tambien provee de una justificacion para la 
pseudo-invariancia de la forma de CS. En efecto, es claro que la forma de 
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CS puede ser considerada como el caso particular A = de una forma de 
transgresion. En este caso el teorema de Chern-Weil toma la forma 

= dSi^lV^. (3.12) 

Realizando una transformacion de gauge a ambos lados de (I3.12p encon- 
tramos dSQ^^^^^ = 0, lo cual implica que, al menos localmente, podemos 
escribir SQ^^^q^ = dfi para alguna 2n-forma f2. La perdida de la invariancia 
de gauge total al pasar de la forma de transgresion a la forma de CS puede 
ser entendida notando que la igualdad A = no es preservada bajo transfor- 
maciones de gauge. Una vez que se ha fijado A = para obtener la forma de 
CS, el resultado depende de una linica conexion A, sin que vuelva a haber 
mencion alguna de A. Luego, el termino no homogeneo dgg~^ que deberia 
aparecer en la variacion de A = esta ausente de la variacion de la forma 
de CS Q^^^q \ provocando el quiebre en la invariancia de gauge. 

Esta diferencia crucial — la invariancia de gauge — entre la forma de 
transgresion y la forma de CS es la motivacion principal para considerar las 
formas de transgresion como posibles lagrangeanos para una teoria de gauge, 
posibilidad que es explorada en las secciones siguientes de este capftulo. 



3.2. La Accion Transgresora 

En esta seccion estudiamos en terminos generales (i.e. sin especificar el 
algebra de gauge g ni la dimension del espacio-tiempo) la teoria de gauge 
definida en una variedad {2n + l)-dimensional M por la accion 

ST[A,A]=k[ Q^2^}\ (3.13) 

donde k es una constante adimensional arbitraria y Q^^^^ es la forma de 
transgresion definida en (13.11) . La accion fl3.13p es un funcional de dos campos 
independientes, las 1-formas conexiones A j A. 



3.2.1. Simetrias 



La accion transgresora (\3.13h es invariante bajo dos grupos de simetrias 
independientes; difeomorfismos y transformaciones de gauge. 
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La invariancia bajo difeomorfismos es la mas directa de las dos. Ella 
est a garantizada por el heclio que el lagrangeano en flS.lSp es una forma dife- 
rencial. Todas las formas diferenciales, por construccion, son invariantes bajo 
el grupo de difeomorfismos. Esta invariancia puede expresarse diciendo que 
la variacion funcional infinitesimal de una p-forma a es igual a 6a = —£^a, 
donde ^ es el campo vectorial (infinitesimal) que genera el difeomorfismo, 
Sx'^ = ^'^ (x), y £^ denota la derivada de Liqj. A modo de referenda citamos 
aqui las variaciones funcionales de A j A: 

5di{A = -£^A, (3.14) 
5difA = -£^A. (3.15) 

La invariancia bajo transformaciones de gauge de la accion 03.131) esta ga- 
rantizada por las propiedades especiales de la forma de transgresion, y es en 
este sentido menos evidente que la invariancia bajo difeomorfismos. Las leyes 
de transformacion infinitesimales para A j A son en este caso 

= -DA, (3.16) 
6„A = -DX, (3.17) 

donde A G g es el elemento del algebra que define la transformacion. 

La invariancia de gauge de la accion transgresora contraste fuertemente 
con lo que sucede en el caso de CS, donde la accion cambia por un termino 
de borde bajo transformaciones de gauge. 

Como principio de simetria, la invariancia de gauge prohibe la adicion de 
un termino de borde arbitrario a la accion transgresora, dado que esto en 
general destruiria la invariancia. Esto significa, en particular, que las condi- 
ciones de borde y las cargas de Noether asociadas a la accion transgresora 
tienen significado intrmseco, a diferencia del caso de CS, donde pueden ser 
modificadas por la adicion de un termino de borde arbitrario a la accion. 

Mas alia de las transformaciones de gauge y difeomorfismos, la accion 
transgresora tiene otra propiedad de simetria importante, discreta esta vez. 
Bajo el intercambio A ^ A, la accion fl3.13p cambia de signo: 

4"+^) [A, A] = -4"+^) [A, A] . (3.18) 

^La derivada de Lie £^ actuando sobre formas diferenciales puede escribirse en termi- 
nos del operador de contraccion y la derivada exterior d como £^ ~ dl^ + I^d. El 
operador de contraccion toma una p-forma a = (1/p!) a^^...^ dx^^ • • ■ dx'^p y produ- 
ce la {p — l)-forma l^a — (1/ (p — 1)!) ^''ia^ij...ppda;^^ • • -dx^p. Este operador es a veces 
Uamado producto interno y denotado por . 



38 



CAPITULO 3. FORMAS DE TRANSGRESION 



Para demostrar esta simetna de intercambio basta con notar que, al realizar 
la transformacion A ^ A, las variables definidas en fl3.2p - (l3.4l) cambian 
segiin 

^ -0, (3.19) 
At ^ Ai_t, (3.20) 
Ft ^ Fi^f (3.21) 

La ec. (I3.18P se sigue de la identidad 

/ f{t)dt= f fil-t)dt, (3.22) 
Jo Jo 

la cual es valida para una funcion / cualquiera. 

Las consecuencias de fl3.18p aiin son materia de exploracion, si bien es po- 
sible que se relacionen con la eventual invariancia de (13.130 bajo la transfor- 
macion discreta combinada CPT (conjugacion de carga, paridad e inversion 
temporal; ver seccion [3.2.3p . 



3.2.2. Ecuaciones de movimiento y condiciones de bor- 
de 

Bajo una variacion infinitesimal arbitraria A ^ A' = A + 6 A, A —>■ 
A' = A + 6 A, la accion transgresora fl3.13p cambia en 

^^(2n+i) ^ ^ 1) ^ f ((5AF") - ((5AF")) + [ E, (3.23) 

Jm JdM 

donde el termino de borde H tiene la forma 

E = n{n+l)k [ dt {6At@Fl'-^) . (3.24) 
Jo 

La deduccion de ( I3.23P a partir de (I3.13P no presenta mayores dificultades, 
y es presentada a continuacion como ejemplo arquetipico de calculo en el 
formalismo de las formas de transgresion. 

Partimos de la definicion de forma de transgresion [cf. ec. (13. ip ]. 

Q^ri^ = (^ + 1) fdt{@F^). (3.25) 
Jo 
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Bajo variaciones infinitesimales arbitrarias en A j A, las variables 0, At y 
Ft definidas en las ecs. fl3.2p - fl3.4p cambian de acuerdo a 

6@ = 6 A - 6 A, (3.26) 
6 At = 6A + t6&, (3.27) 
6Ft = Dt6At, (3.28) 

donde denota la derivada covariante en la conexion At. 
Efectuando la variacion en (I3.25p encontramos 

^Q(2n+^) _ _^ 1) r (^SQF^^) +n{n + l) f dt (©D^^AiF^^) , (3.29) 

JQ Jo 

donde ya hemos reemplazado explfcitamente SFt de acuerdo a f l3.28p . 

La regla de Leibniz para Df y la propiedad de invariancia del tensor 
simetrico (■ ■ ■ ) nos permiten escribir el ultimo termino en (13.291) en la forma 

{QDtSAtFr') = {Bt@6AtFr') + d {6At@Fr') ■ (3.30) 

Aqui hemos usado tambien la identidad de Bianchi DtFt = 0. 
De las identidades [cf. ec. (13.70 ] 

|f. = D.e, (3.31) 

^6A, = le, (3.32) 

at 

y la regla de Leibniz para d/dt se sigue que 

n {Dt@6AtFr') = ^ {SAtF,^) - {5@F^) . (3.33) 
Reemplazando (13.331) en (13.301) obtenemos la identidad 
n {@Y)t5AtFr^) = ^ {5AtFl^) - + nd {5At@Fr^) . (3.34) 

Ocupando esta igualdad en (13.291) encontramos 

^Q^T^A = + 1) / d^T, ('^^t-^") +n{n + l)d [ dt (5AteF,"-i) , 
Jo dt Jq 

(3.35) 
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lo cual nos conduce directamente al resultado final: 

^Qa!^A = + 1) - +n{n + l)d [\t {6At@F;'-') . 

Jo 

(3.36) 

Las ecuaciones de movimiento y las condiciones de borde pueden leerse 
directamente de esta variacion. Las primeras pueden escribirse como 



(F^Ga) = 0, 
(F^Ga) = 0, 



(3.37) 
(3.38) 



en tanto que las segundas son 



dt{6AteF^''-^) 



0. 



(3.39) 



dM 



La dinamica producida por la accion f l3.13p determina que A j A sean 
campos independientes en M, obedeciendo cada uno a ecuaciones de mo- 
vimiento de CS desacopladas. Las condiciones de borde, en cambio, ligan 
ambas conexiones en dM, produciendo la primera diferencia significativa, a 
nivel dinamico, entre la accion de CS y la accion transgresora (13.131) . 



3.2.3. Cargas de Noether 

Como con cualquier sistema de gauge, el Teorema de Noether proporciona 
un medio de extraer corrientes conservadas a partir de la accion transgresora. 
Estas corrientes son {d — l)-formas (donde d es la dimension de la variedad 
espacio-temporal M) cuya derivada exterior se anula cuando las ecuaciones 
del movimiento son satisfechas (i.e. on-shell). Es usual, si bien en modo 
alguno necesario, interpretar estas corrientes como el dual -k de Hodge de 
una 1-forma J, de modo que la 'ecuacion de continuidad' puede ser escrita 
en la forma 

d = 0. (3.40) 

En el caso que nos ocupa, el lagrangeano es invariante bajo dos conjuntos 
independientes de simetrias; a saber, gauge y difeomorfismos. El teorema de 
Noether proporciona consecuentemente dos corrientes conservadas indepen- 
dientes para cada uno de ellos. 

En el Apendice IB. II se revisa brevemente el Teorema de Noether en el 
lenguaje de formas diferenciales, con el objetivo principal de fijar la notacion 
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y las convenciones utilizadas. Una deduccion detallada de las corrientes con- 
servadas para la accion (13.131) es presentada en el Apendice IB.2I El resultado 
es 

★Jgauge =n{n+l)kd [ dt (AGi^^""^) , (3.41) 

Jo 

Udif =n{n + l)kd [ dt (l^At0F,"-^) , (3.42) 
Jo 

donde ci = 2n + 1 es la dimension de la variedad espacio-temporal M, A e g 
es un elemento del algebra y ^ es el campo vectorial infinitesimal que gene- 
ra el difeomorfismo. Para deducir estas expresiones ha sido necesario omitir 
terminos proporcionales a las ecuaciones del movimiento, de manera que las 
corrientes solo estan definidas on-shell. Una consecuencia de este procedi- 
miento es que tanto fl3.4ip como (13.421) pueden ser escritas como formas 
exactas, haciendo que la verificacion de la ley de conservacion (]3.40p sea 
trivial. 

Asumiendo que M tiene la topologfa M = Mx S es posible integrar (13.411) - 
(13.421) sobre la 'seccion espacial' E para obtener las cargas 

Qgauge(A) = n(n+l)fc /" / dt{\@Fr'), (3.43) 

JdT, Jo 

Qdif {0 = n{n + l)k [ f dt {\At@Fr^) . (3.44) 

JdT. Jo 

Es interesante notar que el teorema de Stokes nos permite escribir estas 
cargas como integrales sobre el horde de la seccion espacial S. En el espacio- 
tiempo tetradimensional usual, (13.431) y (I3.44p corresponderian a integrales 
de superficie. 

Las cargas de gauge y difeomorfismos ( 13.43^ y ( 13.44^ son trivialmente 
invariantes bajo difeomorfismos, ya que estan construidas a partir de formas 
diferenciales. En cambio, bajo la transformacion de gauge infinitesimal g = 
1 + A, ellas cambian de acuerdo a 

(^AQgaugc {r]) = -Qgauge ([A, T]]) , (3.45) 
^A^dif (0 = -Qgauge {£^>^) ■ (3.46) 

Como se muestra en [58] , las cargas de gauge (I3.43P reproducen el algebra 
g en el sentido que, definiendo el bracket entre cargas a partir de 6\Qr, = 
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{Qr],Qx}, se cumple que 

{Qv,Qx} = Q[rj,x] (3.47) 

La ausencia de terminos centrales en fl3.47p es una consecuencia directa de la 
completa invariancia de gauge de la accion. Para la carga de difeomorfismos, 
la ec. (13.461) implica que Qdif es invariante bajo aquellas transformaciones de 
gauge restringidas por la condicion £^X = en dM. 

Una ultima observacion de las cargas 03.431) y 03.441) es que ambas 

cambian de signo bajo el intercambio A A; esto podria senalar que esta 
operacion debiera ser considerada como 'conjugacion de carga' en la accion 
transgresora. Si aceptamos esta interpretacion, entonces la accion 03.13P re- 
sulta ser invariante bajo la transformacion combinada CPT; en efecto, dado 
que 

C (4^"+^)) = -4^"+^), (3.48) 
FT (4"+')) = -4'"+'\ (3.49) 

uno encuentra inmediatamente 

CPT (4"+')) =4"+^). (3.50) 

La relevancia fisica de las cargas 03.43P y 03.440 es esencialmente un pro- 
blema abierto. Un paso adelante en este sentido seria poder demostrar que 
ellas son finitas para una configuracion clasica arbitraria. Aunque esta de- 
mostracion general aiin no esta disponible, si se ha mostrado, para el caso 
particular en que q corresponde al algebra de anti-de Sitter, que las car- 
gas 03.43P y 03.441) . evaluadas para una solucion exacta de la teoria, resultan 
ser finitas y ffsicamente relevantes, es decir, que reproducen lo que se obtiene 
por metodos alternativos \57\ 



3.2.4. Conservacion off-shell de las corrientes de Noe- 
ther 

La discusion sobre cargas conservadas dada en la secci6n [3.2.3l esta basada 
en el uso del teorema de Noether (ver Apendice IB.ip . el cual es valido para 



cualquier lagrangeano con simetrfas de gauge o difeomorfismos. En esta sec- 
cion presentamos una deduccion, particular a la accion transgresora 03.131) . 
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que muestra que las corrientes de Noether f l3.4ip y f l3.42p no solo se conser- 
van on-shell, sino tambien off-shell (i.e. sin liacer uso de las ecuaciones de 
movimiento) . 

Para demostrar la invariancia off-shell de las corrientes (13.411) y (13.421) . 
partimos de la variacion general del lagrangeano transgresor [cf. ecs. (13.231) - 

^j^{2n+i) ^ + 1) ^ - ((5AF")) + dH, (3.51) 

E = n{n + l)k [ dt{6At@Fl'-^) . (3.52) 
Jo 

Conservacion off-shell de la corriente de gauge 

La variacion de las conexiones A j A bajo una transformacion de gauge 
infinitesimal generada por A G esta dada por [cf. ecs. f l3.16p - fl3.17l) ] 

5„A = -DA, (3.53) 
= -DA. (3.54) 

Reemplazando 03.53p - p.54p en f l3.5ip - p.52p y usando la identidad de Bian- 
chi, podemos escribir la variacion del lagrangeano en la forma 

W^?"^'^ = -{n + l)kd ((AF-) - (AF")) + dE„, (3.55) 
donde la notacion Sgauge indica que debemos reemplazar en S la transfor- 
macion de gauge correspondiente. Como ^gauge-Z^T"^^"* — 0; hallamos que la 
corriente 

*4auge ^in + l)k ((AF") - (AF"» - Hg,,ge (3.56) 
es conservada off-shell, i.e. sin hacer uso de las ecuaciones de movimiento. 
Reemplazando expllcitamente Sgauge [cf. ec. flB.15p ] 

Sgaugc = -n{n + 1) kd [ dt (AeF,"-i) + {n + l)k {{\F^) - (AF"» 

Jo 

(3.57) 

en fl3.56p . encontramos 

^4auge =n{n + l)kd [ dt {XQFl'-'^) . (3.58) 

Jo 

La corriente conservada off-shell * Jgauge coincide exactamente con la corrien- 
te de Noether ^Jgauge, debido a la cancelacion ocurrida entre el primer 
termino en fl3.56p y el ultimo termino en fl3.57p . 
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Conservacion off-shell de la corriente de difeomorfismos 

La variacion infinitesimal de las conexiones Ay A bajo un difeomorfismo 
Sx^' = (x) esta dada por [cf. ecs. fl3:iil) - (l37[5|) ] 

6diiA = -£^A, (3.59) 
SdifA = -£^A. (3.60) 

Reemplazando fl3.59l) - p.60l) en f l3.5ip - fl3.52p hallamos que la variacion fun- 
cional del lagrangeano puede ser escrita en la forma 

5dif4'"^'^ = -{n + l)k {{£^AF'') - {£iAF^)) + dHdif, (3.61) 

donde la notacion Sdif indica que debemos reemplazar en S la variacion de 
las conexiones bajo difeomorfismos. Usando la identidacH 

£^A = l^F + Dl^A (3.62) 

es posible escribir 

(i^^AF") = mFF'') + (Dl^AF") . (3.63) 

Ocupando ahora la identidad de Bianchi y la regla de Leibniz para 1^ (y 
observando tambien que {F"'^^) = para d = 2n+l) encontramos finalmente 

{£^AF'') = d mAF^) . (3.64) 
Reemplazando (13.641) en fl3.6ip obtenemos 

5dif4'"^'^ = - (n + 1) M UkAF^) - (l^AF")) + dSdif. (3.65) 
Recordando que 

= -dl^Lf 

podemos afirmar que la corriente 

=in + l)k ((l^AF") - ikAF")) - Sdif - l^L^^''^'^ (3.66) 



^Esta igualdad no es preservada bajo transformaciones de gauge. 
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es conservada off-shell, i.e. sin hacer uso de las ecuaciones de movimiento. 
Reemplazando [cf. ec. (1B.27P 

Sdif + I^L^?"^'^ =-n{n + l)kd f dt {\At@Fr^) + 

^0 

+ (n + l)A;((l5AF") -(I^AF")) (3.67) 

en fl3.66p . encontramos 

=n(n + l)A;d /" dt{\At&F'r^). (3.68) 
Jo 

La corriente conservada off-shell ^J^if coincide exactamente con la corriente 
de Noether ^Jdif? debido a la cancelacion ocurrida entre el primer termino 
en fl3.66p y el ultimo termino en fl3.67p . 

Desde un punto de vista estrictamente algebraico, la razon para la exis- 
tencia de una corriente conservada off-shell yace en el hecho que {dAF"^) 
puede escribirse como una derivada total, para cada una de las conexiones, 
cuando la variacion corresponde a una transformacion de gauge o a un difeo- 
morfismo. 

Por otro lado, independientemente del procedimiento usado para obte- 
nerlas, el hecho que las corrientes de Noether (I3.4ip - (l3.42p puedan escribirse 
como formas exactas apunta a que su conservacion es mas bien una identidad 
algebraica que una consecuencia de la dinamica. Desde este punto de vista, 
la deduccion alternativa presentada en esta seccion, la cual no hace uso de 
las ecuaciones de movimiento, no hace mas que confirmar estas sospechas. 

3.2.5. Acerca de que puede hacerse con dos conexiones 

La accion transgresora (13.131) puede ser escrita como la diferencia de dos 
acciones de CS, una para A y otra para A, mas un termino de borde, 

4'"+^) [A, A] = Sgt'^ [A] - Sgt'^ [A] + / S(2n)_ (3^Qg) 

JdM 

Una estructura de este tipo puede ser inferida a partir de las ecuaciones de 
movimiento, las cuales corresponden a dos sistemas de CS desacoplados. La 
demostracion de fl3.69p es dada en la seccion 14.2.21 como un corolario trivial 
de la identidad triangular fl4.50p . 
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El signo relative entre ambas acciones de CS en f l3.69p es importante, 
pues indica un termino cinetico con el signo 'equivocado' para A. Un campo 
con est as caracterfsticas es denominado fantasma (ghost, phantom), pues su 
teon'a cuantica no esta bien definida (ver, e.g., p!7]). 

Una alternativa para evitar este problema es considerar dos variedades 
cobordantes M y M, con cada conexion definida solo en una de ellas. Este 
punto de vista ha sido propuesto en las Refs. [55l |57j. Otra interpretacion 
para la diferencia de signo consiste en asociar cada conexion a una orientacion 
distinta de una linica variedad M, como se sugiere en [H]. En este cuadro, 
el signo negativo en el segundo termino de (13.691) es entendido como una 
consecuencia de integrar sobre M con la orientacion opuesta, 

- Sg'«> [A] = - / Lg«> (A) = / Lgr" {A] ■ (3.70) 

JM J-M 

Mas adelante veremos ejemplos de acciones transgresoras donde, restrin- 
giendo A a estar valuada solo en una subalgebra de 0, se consigue anu- 
lar la segunda accion de CS en (13.691) . confinando toda la dependencia de 
en A a un termino de borde. 



Capitulo 4 

El Metodo de Separacion en 
Subespacios 



Este capitulo esta basado en resultados obtenidos en las Refs. [HI W2\ . 



En el capitulo [3] hemos presentado un analisis general, muy somero, de 
la accion transgresora (13.131) . En principio, el lagrangeano transgresor en su 
forma mas general [cf. ec. (I3.13P 



contiene toda la informacion que uno pueda desear acerca de la teoria. A 
partir de el es posible deducir ecuaciones de movimiento, condiciones de borde 
y cargas conservadas, sin que sea necesario especificar un algebra de gauge 
Q. En este sentido, la accion transgresora, al igual que las acciones de CS o 
YM, proporciona mas un marco general para una clase de teorias de gauge 
que un modelo concreto. En efecto, buena parte de la fi'sica generada por esta 
accion proviene de la eleccion del algebra q. Esta eleccion determina cuales 
seran los campos independientes de la teoria y, junto con el tensor invariante 
(■■■), fija la forma de las distintas interacciones que ocurriran entre ellos. 

En este capitulo analizamos una herramienta matematica, la formula ex- 
tendida de la homotopia de Cartan, sobre la cual puede construirse un metodo 
que permite extraer informacion adicional del lagrangeano (14. ip . En cierto 



4.1. 



Motivacion 




(4.1) 
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sentido, esta informacion es superflua; como mencionamos en el parrafo an- 
terior, las propiedades dinamicas mas importantes de la teoria pueden ser 
deducidas en completa generalidad, para cualquier algebra de gauge. Sin em- 
bargo, la ec. (14. II) para el lagrangeano comunica escasa informacion a quien 
desee hacerse una idea del contenido fisico del modelo, debido precisamente a 
su generalidad y a su lenguaje extremadamente compacto. Una version mas 
explfcita del lagrangeano, que tome en cuenta las particularidades del alge- 
bra de gauge en cuestion, es esencial para dar una interpretacion en terminos 
mas fisicos a la teon'a. 

Por otro lado, las algebras de gauge que son usadas en la practica contie- 
nen a menudo distintos subespacios (cuando no necesariamente subalgebras) 
con significado fisico propio. Un claro ejemplo de esto es proporcionado por 
una superalgebra, donde uno puede distinguir inequiVocamente generadores 
bosonicos de fermionicos. Resulta interesante entonces escribir el lagrangeano 
de una manera tal que refleje la estructura de subespacios del algebra. 

El metodo de separacion en subespacios descrito en esta seccion permite 
separar el lagrangeano transgresor en dos niveles distintos: primero, la accion 
es descompuesta en contribuciones de volumen y de bordqj. Posteriormente, 
el lagrangeano de volumen es separado en trozos que se corresponden con los 
distintos subespacios del algebra de gauge. 

La observacion clave detras del metodo proviene del teorema de Chern- 
Weil (ver seccion ISTTl pag. [33]). En efecto, si consideramos tres conexiones de 
gauge A, Ay A, entonces es directo demostrar que la siguiente combinacion 
de derivadas exteriores de formas de transgresion se anula identicamente: 

dSj^ri^ + ^Qf^A + ^QT^a = 0- (4-2) 
En efecto, el teorema de Cliern-Weil implica que cada una de estas derivadas 
es igual a la diferencia de los caracteres de Chern respectivos, de modo que 

= 0. 

Esta propiedad de las formas de transgresion hace que sea posible escribir, 
al menos localmente, 

sri' + sti' + ssri' = dQ^:;^^^, (4.3) 



^Tal separacion no es, por supuesto, univoca, y distintas maneras de aplicar el metodo 
conduciran, en general, a descomposiciones diferentes. 
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donde Q^^^^ es una 2n-forma hasta ahora no especificada. Ocupando 
la simetria de intercambio de las formas de transgresion (ver seccion 13.2.11 
pag. [5^ . podemos reescribir fl4.3l) en la forma 

Q(2n+1) ^ Q(2n+1) g(2„+l) ^g(2n) _ 

^A^A ^A^A ^ ^A^A ^ ^A^A^A' ^ 

La identidad (14.41) tiene una interpret acion muy interesante: la forma de 
transgresion Q^^"*, que 'interpola' entre las conexiones A j A, puede des- 
componerse en la suma de dos transgresiones; una, Q^^^^ , que 'interpola' 
entre A y A, y otra, Q^"^'*; que 'interpola' entre A y A, mas una forma 
que depende de A, A y A. La identidad triangular (14.41) permite di- 
vidir un lagrangeano transgresor usando una conexion intermedia arbitraria 
A. El uso iterativo de esta identidad permite Uevar a cabo la separacion en 
subespacios mencionada mas arriba. Sin embargo, para completar esta se- 
paracion necesitamos conocer la forma explfcita del ultimo temino en (14.41) . 
^a"^a a' formula extendida de la liomotopfa de Cartan, o mas bien un 
caso particular de ella, permite responder esta pregunta. 



4.2. La formula extendida de la homotopia de 
Cartan 

Esta seccion introduce la formula extendida de la homotopia de Cartan 
(FEHC). La referenda principal es [51], aunque la demostracion que inclui- 
mos aqui es diferente a la dada por aquellos autores. 

Consideremos un conjunto {Ai,i = 0, . . . ,r + 1} de 1-formas conexiones 
en un fibre bundle sobre una variedad d-dimensional M y un simplex orienta- 
ble (r + l)-dimensional T^+i parametrizado por {t\ i = 0, . . . ,r + 1}. Estos 
parametros deben satisfacer las relaciones 

f>0, i = 0,...,r + l, (4.5) 

r+1 

5^f = L (4.6) 

i=0 

La ec. (14.61) . en particular, implica que la combinacion lineal 



r+1 
i=0 



(4.7) 
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Figura 4.1: Un simplex 2-dimensional T2 = {A0A1A2) y su borde, dT2 = 
(A1A2) - (A0A2) + (AoAi). 

tambien transforma como una conexion, al igual que cada Aj. Por lo tanto, 
tiene sentido definir la curvatura 

Ft = dA, + Al (4.8) 

Como se sugiere en la fig. 14.11 para el caso r = 1, es posible asociar cada 
una de las conexiones Aj con un vertice del simplex Tj.+i, el cual representa- 
mos consistentemente como 

T,+i = (AoAi---A,+i). (4.9) 

Las derivadas exteriores en M y en T^+i seran denotadas por d y d(, 
respectivamente. Estas derivadas son mapeos de la forma 

d : fi" (M) X (T,+i) ^ Q^+^ (M) x (T,+i) , (4.10) 
dt : (M) X (T,+i) ^ (M) x Q^+^ (T,+i) , (4.11) 

donde Q"" (M) denota el espacio de las a-formas en M y (T^+i) el espacio 
de las 6-formas en T^+i. Es tambien posible definir un operador It, Uamado 
derivacion homotdpica [51], 

It : Q'' (M) X {Tr+i) Q^-^ (M) x Q^+^ (T,+i) , (4.12) 

el cual disminuye en una unidad el grado de una forma diferencial en M, 
mientras que aumenta en una unidad el grado de una forma diferencial en 
Tr+i. La linica manera consistente de definir su accion sobre At y Ft es 



kAt = 0, 
ItFt = dtAf 



(4.13) 
(4.14) 
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= 0, 




= 0, 


[lud] 


= d„ 


[It, dt] 


= 0, 


{d, dt} 


= 0. 



Los tres oper adores d, dt y k cumplen con la regla de Leibniz y satisfacen 
ademas la siguiente algebra gradada: 

(4.15) 
(4.16) 
(4.17) 
(4.18) 
(4.19) 

Con la notacion anterior, la FEHC puede escribirse en la forma 

/ _^d7r + (-l)^+M / A-TTT^' (4-20) 

donde tt es 

■ un polinomio en las formas {At, Ft, dfAt, dtFf} , 

■ una m-forma en M, 

■ una g- forma en T^+i, 

con ■m>pyp + q — r. Un poco mas explicitamente, 

TT = 5] a, (^A^/F^^ (dtAtr idtFt)"") , (4.21) 
p 

donde Op son constantcs arbitrarias, (■ ■ ■ ) es una forma multilineal en el 
algebra y los exponentes a^, 6^, Cp, dp satisfacen las relaciones 

Up + 2bp + Cp + 2dp = m, (4.22) 
Cp + dp^ q. (4.23) 

La FEHC puede ser considerada como la version integrada de la identidad 
diferencial 

{p+l)dtl^n^ir'dn-dir\ (4.24) 
la cual es claramente equivalente a 

[/r\ d] = (p + 1) d,/f . (4.25) 
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Esta identidad puede ser demostrada usando el metodo de induccion matema- 
tica y el algebra (I4.15l) - fl4.19l) . Para p = I, tenemos 

[lid] =k[lt,d] + [lt,d]h 
= kdt + dtk 
= 2dtlt. 

Asumiendo su validez para p = /c, el caso p = k + 1 demuestra facilmente: 

[^^^d] = /, [/r\d] + [/„d]ri 

= (A; + l)Wf + di/^i 
= (fc + 2)di/f+^ 

Integrando (14.241) sobre el simplex T,._(_i encontramos 

(p+1)/ IU= I ir'dn- [ dir\ (4.26) 

JdTr+i 



r+1 



donde el teorema de Stokes para T^+i ha sido usado en el lado izquierdo. 
Ocupando ahora la regla de integraciorH [51] 



d a = {-ly / da, (4.27) 
Jts Jts 

hallamos finalmente 

ip+l) [ lln = [ /rMvr + (-1)^+' d / /rV. (4.28) 

J dTr + l ^ TV -1-1 J Tr + 1 

Esta identidad es trivialmente equivalente a la FEHC, ec. fl4.20p . 

En lo sucesivo estaremos interesados en un caso particular de la FEHC, 
el cual corresponde a una eleccion concreta para vr. 



TT 



[F^'), (4.29) 



donde (■ ■ ■ ) es un tensor simetrico invariante de rango n + 1. Esta eleccion 
tiene las siguientes propiedades: 



^Esta regla de integracion esta basada en la convencion de escribir primero los diferen- 
ciales en T y luego los diferenciales en M; el factor de signo ( — 1)* surge por el intercambio 
de la 1-forma (en M) d con la s-forma (en T) a. 
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■ TT es cerradcH en M, i.e. dvr = 0, 

■ TT es una 0-forma en T^+i, i.e. q = 0, 

■ TT es una (2n + 2)-forma en M, i.e. m = 2n + 2. 

Los valores permitidos para p son p = 0, . . . ,2n + 2. La FEHC se reduce 
en este caso a 



/ |(^r^> = (-ird/ j^,{Fn- (4-30) 



]P f /P+I 

^(Fr^> = (-ird / 

Nos referiremos a la ec. (I4.30p como la version 'restringida' de la FEHC. 



4.2.1. El Teorema de Chern— Weil, otra vez 



El teorema de Chern-Weil, introducido en la sec. 13.11 puede ser con- 
siderado como el caso particular p = de la FEHC, version restringida 
[cf. ec. f l4.30p ]. Esta interpretacion provee de una demostracion alternativa a 
la dada en la sec. 13. 1[ Poniendo p = en (14.30p . liallamos 

/ {Fr') = d [ k{Fr+'), (4.31) 

JdTi JTi 

donde conviene recordar que Ft es la curvatura asociada a la conexion 

At = t°Ao + t'Ai, (4.32) 

con t° + = 1. El borde del simplex unidimensional Ti = {AqAi) es simple- 
mente 

dT, = (Ai) - (Ao) , (4.33) 
de modo que la integracion en el lado izquierdo de (I4.3ip es trivial: 

f ^i7;«+i^ = - (Fo"+^) . (4.34) 

JdTi 

Por otro lado, la regla de Leibniz para It y la naturaleza simetrica del 
tensor invariante (■ ■ ■ ) implican que podemos escribir 

It {F-^') = {n + 1) iikF) Fn . (4.35) 



^Esta propiedad se deduce facilmente de la invariancia de tt (ver secci6n [2.1.21 pag. 
y de la identidad de Bianchi DtFt = 0. 
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De la definicion del operador de derivacion homotopica k [cf. ec. (14. 140 ] te- 
nemos que 

ItFt = dtAt 

= dt°Ao + dt^Ai 
= dt\A,-Ao). 

Reemplazando en (14.311) encontramos 

(Ff +1) - (Fo"+i> = {n + l)d [ dt' ((Ai - Ao) PP) . (4.36) 

Dado que integral sobre el simplex Ti es equivalente a integral con 
desde = hasta = 1, podemos escribir simplemente 

(F^i) - {Ft') = dQ^Ztl, (4.37) 

donde identificamos la forma de transgresion Q^^t^]^ con 

QttX= ! k{Fr') (4.38) 

J{AoA^) 



{n+l) TdtMlAi- Ao)i^"). 
Jo 



(4.39) 



Esto concluye nuestra derivacion del teorema de Chern-Weil como un 
corolario de la FEHC 



4.2.2. La Identidad Triangular 

En esta seccion estudiamos el caso p = 1 de la version restringida de la 
FEHC, ec. (14.301) . Poniendo p = 1 en (I4.30p obtenemos inmediatamente 

/ k{Fr') = -d I f (F^^), (4.40) 

JdT2 JT2 ^ 

donde Fi es la curvatura asociada a la conexion 

At = t°Ao + Ai + A2, (4.41) 
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con + + t"^ = 1. El borde del simplex 2-dimensional T2 = (A0A1A2) 
puede ser escrito como la suma (ver fig. I4.ip 

m = (A1A2) - (A0A2) + (AoAi) , (4.42) 

de mo do que la integracion en el lado izquierdo de (I4.40p puede descompo- 
nerse en la forma 

/ k {F^') = [ k {Fr') - [ k {Fr') + / h {Fr') ■ 

JdT2 J{AiA2) J{A(,A2) J{AoAi) 

(4.43) 

Recordando la definicion de forma de transgresion dada en (14.381) . podemos 
escribir 

JdT2 

Por otro lado, la regla de Leibniz para k y la propiedad simetrica del 
tensor invariante ( ■ ■ ■ ) implican que 

(F^^) = n (n + 1) {id,A,f FT') ■ (4.45) 

Integrando sobre el simplex T2 obtenemos 

I Uf^') = QtU^A., (4.46) 
JT2 

donde Q^"^^^^^^ esta dada por 

QJIa.^Ao = ^ + 1) fdt f ds {{A, - A,) {A, - Ao) Fr') ■ (4.47) 

Jo Jo 

En (14.471) hemos introducido las variables auxiliares t = 1 — t*^, s = t^, en 
terminos de las cuales At toma la forma 

At = Ao + s (A2 -A,)+t (Ai - Ao) . (4.48) 

Resumiendo, encontramos la identidad triangular 

^(2n+l) ^(2n+l) , r){2n+l) _ ^r){2n) 

o alternativamente, 

Q'Ztl = Qttl + QT.tl + dQ^ZU^A^. (4-50) 

En este punto enfatizamos que el uso de la FEHC ha sido crucial para obtener 
la forma explicita del utimo termino en (I4.50p . cuya existencia habia sido 
deducida a partir del teorema de Chern-Weil (ver sec. 14. ip . 
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4.3. Formulacion del Metodo 

El metodo de separacion en subespacios para el lagrangeano transgresor 
[cf. ec. (137[3I) ] 

L^^"-^'^ {A, A) = kdl:^l^ (4.51) 
consiste en una aplicacion iterativa de la identidad triangular [cf. ec. fl4.50p ] 

g{2n+l) ^ g(2„+l) g(2n+l) ^q{2„) _ _ . . 

Aqui QP^lj^^^ esta dada por [cf. ec. fO?!) ] 

2a^ A^A ^n{n + l)l^' dt £ rf. ( (a - a) (a - a) ^) , (4.53) 
donde Fst es la curvatura asociada a la conexion [cf. ec. (14.481) 

Ast = A + s(a- a] + t{A- a) . (4.54) 



El metodo puede ser descrito esquematicamente por medio de la siguiente 
serie de pasos: 

1. Identificar los subespacios relevantes presentes en el algebra de gauge 
g, i.e. escribir = © ■ ■ ■ © V^. 

2. Escribir las conexiones A y A como sumas de trozos valuados cada uno 
en un subespacio distinto de g, i.e. A = ao + - ■ ■ + cip, A = ao + - ■ ■ + ap, 
con afc,afc G Vu- 

3. Usar la ec. (14.521) con A = + ■ ■ ■ + CLp-i para obtener un lagrangeano 
parcial para ap. 

4. Iterar el paso 3 para cada uno de los trozos a^. 

El caso mas simple corresponde a cuando existen solo dos subespacios, g = 
Vo © Vi. Siguiendo los pasos descritos mas arriba, escribimos las conexiones 
A y A como 

A = ao + tti, (4.55) 
A = ao + ai. (4.56) 
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Ahora usamos la ec. f l4.52p con A = ao para encontrar 

Q{2n+1) ^ Q{2n+1) , Q{2n+1) , J Q^^") (4-^7) 

Iterando el metodo, la transgresion Qa^^^+ai puede a su vez ser descom- 
puesta usando A = clq: 

p(2n+l) ^ p{2n+l) p(2n+l) ,p(2n) . . 

Introduciendo (14.581) en (14.571) hallamos finalmente 

Q{2n+1) ^ Q(2n+1) , Q(2n+1) , Q(2n+1) 

,JQ(2n) _ I jQ(2n) _ _ c,q^ 

Esta descomposicion presenta varies aspectos interesantes. De la simetria 
de intercambio para las formas de transgresion (ver seccion 13.2. ![ pag. [36]) 
tenemos que los dos primeros terminos en el lado derecho de (14.591) son refiejos 
especulares el uno del otro, en el sentido que son identicos bajo el intercambio 
A^ A: 

r){2n+l) ^ Q(2n+1) _ Q(2n+1) Q(2n+1) 

+dO^^"^ +dO^^"^ (A 60) 

El tercer termino es una suerte de 'espejo', pues, aparte de los terminos de 
borde, es el unico que liga componentes de A con componentes de A. Intere- 
santemente, siempre es posible descomponer esta clase de terminos en una 
suma de dos transgresiones 'desacopladas' mas un termino de borde, usando 
la identidad triangular (I4.52p con A = (ver seccion U3] mas adelante). 

El metodo de separacion en subespacios encuentra aplicaciones en los 
capitulos [5] y [71 donde sera usado para encontrar versiones explicitas de la- 
grangeanos transgresores en el contexto de teorias de gauge para gravedad 
en dimensiones impares y Supergravedad en d = 11. 



4.4. La importancia de la invariancia 

La identidad triangular [cf. ec. (14.52^ ] 
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arroja nueva luz sobre la accion transgresora discutida en el capftulo[3l 

Es importante destacar que, si bien cada termino en el lado derecho 
de (14.611) depende de la conexion intermedia A, lo hacen de modo tal que su 
suma es independiente de A. Este heclio cobra especial relevancia al analizar 
las propiedades de invariancia de la forma de transgresion. En efecto, esta es 
invariante bajo transformaciones arbitrarias sobre A, y no solo bajo trans- 
formaciones de gauge. Esta simple observacion ayuda a clarificar algunos 
aspectos aparentemente enigmaticos de la accion transgresora para gravedad 
descrita en el capitulo [51 

Como se menciona en la seccion 13.11 la forma de CS corresponde al caso 
particular A = de la forma de transgresion: 

Q^S^'Ha) = QTo'^. (4.62) 

La no preservacion de la igualdad A = bajo transformaciones de gauge es 
la rafz de la pseudo- invariancia del lagrangeano de CS. 

La forma de transgresion puede escribirse como la diferencia de dos for- 
mas de CS mas un termino de borde. En efecto, usando la identidad trian- 
gular (I4.6ip con A = hallamos 

Qf^l^ = Qg+i) (A) - (A) + dS(^"), (4.63) 

con = Q^^p^^. La forma explicita de este termino de borde es 

i3(2«) = ^n{n+l) [ dt [ ds {AAF^f^) , (4.64) 
Jo Jo 

donde Fst es la curvatursQ asociada a la conexion A^j, con 

Ast = sA+{l-t) A, (4.65) 

Fst = F + D {sA - tA) + {sA -tA)\ (4.66) 

Esta manera de escribir la transgresion clarifica la forma desacoplada 
de las ecuaciones de movimiento, mostrando que en efecto la accion puede 
escribirse como la suma de dos acciones de CS mas un termino de borde. La 
presencia de este termino de borde es crucial para asegurar la invariancia de 
la forma de transgresion, razon por la cual no puede ser ignorado. 

*La manera mas eficiente de calcular esta curvatura consiste en usar una version genera- 
lizada de las ecuaciones de Gauss-Codazzi. Sean Ay A dos conexiones, y sea A = A — A. 
Las curvaturas asociadas a estas conexiones estan relacionadas mediante la identidad 
F = F + I)A. + A'^ , donde D es la derivada covariante en la conexion A. 



Capitulo 5 



Gravedad Transgresora en 

d = 2n+l 

En este capitulo exploramos una teoria de gauge transgresora para el 
algebra de anti-de Sitter en dimensiones impares. 

El lagrangeano es una forma de transgresion donde una de las conexiones 
involucradas, A = a), esta valuada solo en la subalgebra de Lorentz del 
algebra de AdS. Esta configuracion de campos, junto con la eleccion de tensor 
invariante, permite relegar toda la dependencia de la accion en a) a un termino 
de borde, evitando asi los potenciales problemas de interpretacion surgidos 
de tener dos conexiones independientes en la variedad. 

La accion que encontramos fue discutida inicialmente en la Ref. [55], don- 
de se encontro que la adicion a la accion de CS para gravedad del termino de 
borde proveniente de la transgresion permite describir correctamente la ter- 
modinamica de agujeros negros y calcular cargas conservadas independientes 
del background como una aplicacion directa del Teorema de Noether (ver 
tambien H El SH ESI [61]). 



5.1. La Accion 

El algebra y el tensor invariante que ocupamos para escribir el lagran- 
geano transgresor son los mismos de la seccion 12. 2( vale decir, el algebra de 
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AdS, generada por Jab y Pa, con las relaciones de conmutacion 

[Pa,Pb]=Jab, (5.1) 

[Jab, Pc] = VcbPa - VcaPb, (5.2) 

[Jab, Jed] = VcbJad — VcaJbd + VdbJca — VdaJcb, (5.3) 

y el tensor de Levi-Civita £:ai - a2„+i como tensor simetrico invariante, 

{Jaia2 ' ' ' Ja2„-ia2n-^a2n+l) ~ ^ _|_ ^"1 ■■■a2n+i ' (5-4) 

con todas las demas componentes iguales a cero. 
Como lagrangeano tomamos 

^g.+l)^^g(2^-K)^ (5.5) 

donde k es una constante adimensional arbitraria y Q!j^^^ es la forma de 
transgresion que interpola entre las conexiones 

A = CD, (5.6) 

A = e + uj. (5.7) 

Las curvaturas asociadas a estas conexiones son 

F = R, (5.8) 

F = R + + T, (5.9) 

donde 

i^ = dLJ + LJ^ (5.10) 

T = de + [a;,e], (5.11) 

son la curvatura y la torsion de Lorentz, respectivamente [una expresion 
completamente analoga a (15.101) es valida para 

El lagrangeano (15. 5p puede ser reescrito usando el metodo de separacion 
en subespacios presentado en el capftuloHl Para ello introducimos la conexion 
intermedia 

A = ijj (5.12) 
y ocupamos la identidad triangular (14.521) en la forma 

^(2n+l) _ ^(2n+l) ^ n^'^n+l) ,^{2n) (K^'X\ 
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El primer termino en (15.131) es 



,(2n+l) 



(n + 1) / dt{eFn, 



(5.14) 



Jo 



donde Ft es la curvatura asociada a la conexion interpolante At, 



At = uj + te, 

Ft = R + t^e^ + tT. 



(5.15) 
(5.16) 



Teniendo en cuenta la forma particular del tensor simetrico invariante (15. 4p 
podemos escribir 



Como vemos, la eleccion (15.41) implica que este trozo del lagrangeano sea 
independiente de la torsion. Es tambien identico al termino de volumen del 
lagrangeano de CS para gravedad en d = 2?t, + 1, ec. (12.521) . 
El segundo termino en (15.131) se anula identicamente: 



Algebraicamente, esto es una consecuencia del hecho que el tensor invarian- 
te (15. 4p no tiene componentes no nulas de la forma {J ■ ■ ■ J), que habria sido 
la linica en contribuir a (I5.18p . La anulacion de este trozo del lagrangeano 
tiene consecuencias interesantes, pues relega toda la dependencia en a) a un 
termino de borde. Esto elimina en gran medida el principal problema de in- 
terpretacion de los lagrangeanos transgresores, a saber, la presencia de dos 
conexiones independientes en la variedad M. Aun es necesario justificar la 
presencia de lj en el borde de M; para ello recurriremos (mas adelante) a las 
condiciones de borde generadas por el lagrangeano (15.51) . 

Volviendo a la ec. (I4.53p . encontramos que el ultimo termino en (I5.13P 
puede ser escrito en la forma 




(5.17) 



,(2n+l) 



0. 





(5.19) 



donde 



6 = u: — uj 



(5.20) 
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y Fst es la curvatura asociada a la conexion Agt, con 

A,t = uj + se + te, (5.21) 
Fst = R + D<i, {se + to) + s^e^ + st [e, 6] + t'^0^. (5.22) 

Teniendo en consideracion la forma del tensor invariante (15. 4p podemos es- 
cribir como 

Q?+Lu:^u, = n{n + l) j' dt j' ds (eO [R + tD^O + s^e^ + ^0^'^"^ . 

° ° (5.23) 
Reuniendo los trozos, el lagrangeano (I5.13P toma la forma 

Lg"+i) =^n + l)k r dt (e {R + t^e^) + 
Jo 

+ n{n + l)kdj dt j ds (eO [R + tDc,d + s^e^ + t^d^'^) ■ 

(5.24) 

Este lagrangeano corresponde a un lagrangeano de CS para (e, uj) mas un 
termino de borde que incluye un campo extra uj. 

5.2. Ecuaciones de Movimiento y Condicio- 
nes de Borde 

Las ecuaciones de movimiento para el lagrangeano fl5.13p estan dadas por 

{jab{R + eY'^T^ (5.25) 

{Pa{R + eY)=^- (5.26) 

Estas pueden obtenerse por variacion directa del lagrangeano fl5.24p o reem- 
plazando ( I5.8p - (l5.9p en las formulas generales (I3.37p -( !3.38p . Definiendo 

Uabc = (F^-'JabPc) , (5.27) 

ellas adopt an la forma 

7^a6cT'= = 0, (5.28) 

Tlabc (r"' + ^e'^e'] = 0. (5.29) 
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Como a> entra en el lagrangeano solo a traves de un termino de borde, la 
ecuacion de movimiento asociada a su variacion es vacia. 

Una version expli'cita para TZabc es encontrada liaciendo uso del tensor 
invariante (15.41) : 

IP ^ ( paia2 J }_^aia2 

n + 1 \ €^ 

^a2n-3«2n-2 _| ^ ga2n-3 C2n-2 j gQ^ 



Claramente, ambas ecuaciones de movimiento son satisfechas cuando se 
cumple TZabc = 0. Otra solucion obtenida por simple inspeccion es un espacio 
de curvatura negativa constante, R^^ = — {l/i"^) €""6^. En ambos casos la 
torsion queda indeterminada por las ecuaciones de movimiento. 

Al igual que para las ecuaciones de movimiento, tambien hay dos rutas 
posibles para obtener condiciones de borde: por variacion directa del lagran- 
geano (I5.13P o por sustitucion de las cantidades relevantes en la formula 
general (I3.39p . De cualquiera de estas dos maneras obtenemos 



/ dt {{6u} + t6e + t6e) {6 + e) Fl'-^) 
Jo 



= 0, (5.31) 

dM 



donde en este caso la conexion At y la curvatura asociada Ft estan dadas 
por 

At = u; + t{e + e), (5.32) 
Ft = R + tDa; ie + 0)+ ^ (e^ + [e, 0] + 6^) . (5.33) 

Hay muchos modos alternativos de satisfacer las condiciones de bor- 
de (I5.3ip . En [55j se proponen argumentos fisico^ que permiten fijar par- 
cialmente estas condiciones; probablemente el mas significativo de ellos es 
exigir que uj tenga un valor fijo en dM, es decir, 

S^Ui = 0. (5.34) 
Las condiciones de borde restantes pueden ser escritas en la forma 



^ dt (t {6ee - eSe) {R + t^e^ + t^O^y 



= 0. (5.35) 

dM 



^El requerimiento fisico principal es la equivalencia del concepto de transporte paralelo 
inducido por a; y a; en el borde de la variedad espacio-temporal M. 
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Estas pueden ser satisfechas requiriendo 

Quisieramos resaltar aqm que la presencia de a; en el lagrangeano, si bien 
no afecta las ecuaciones de movimiento, si cambia las condiciones de borde 
y permite que tanto la accion como las cargas conservadas que se derivan de 
ella tengan un valor finito al ser evaluadas en una solucion [55] . 



5.3. Discusion 

La forma de transgresion usada como lagrageano en la seccion 15.11 tiene 
la particularidad de que una de las transgresiones involucradas, Aq = 
esta valuada solo en la subalgebra de Lorentz y no en toda el algebra de 
AdS. En esta seccion consideramos algunas implicaciones de este hecho. 

El problema con la afirmacion ' Aq = o; esta valuada solo en la subalgebra 
de Lorentz' es que ella no es preservada bajo transformaciones de gauge. En 
efecto, bajo un boost infinitesimal de AdS, g = 1 + X"'Pa, cambia a 

— > a; + eg, (5.37) 

donde eg = — D(i,A es un vielbein que corresponde a puro gauge. En esta 
situacion, si bien qI^^!^^ es cero, su variacion bajo el boost no se anula, i.e. 

QL'rj) = - ^ 0. (5.38) 

Por supuesto, si escribimos el lagrangeano Lq"^^^ como en (15.241) . omi- 
tiendo qI^^^\ entonces el resultado no es mas invariante de gauge (aunque, 
gracias a las propiedades especiales del tensor de Levi-Civita, el cambio pro- 
ducido es a lo mas una forma cerrada). 

En el capftulo [7] se considera una teon'a de gauge transgresora para dos 
conexiones completamente valudas en el algebra correspondiente, obviando 
asi esta clase de sutilezas. 



Capitulo 6 

^ 

Expansion de Algebras de Lie 

con Semigrupos Abelianos 

Presiento que por lo empirico 
se ha enloquecido la hrujula. 

E. Llona y J. Seves, Cdndidos, Inti-Illimani (1986). 

En este capitulo presentamos un metodo mediante el cual nuevas algebras 
de Li^ pueden ser obtenidas a partir de un algebra dada g. Este metodo es 
una reinterpretacion y una extension del metodo de expansion de algebras 
de Lie introducido por de Azcarraga, Izquierdo, Picon y Varela en [25] (ver 
tambien [26l 136] ). 

La dimension del algebra resultante es, en general, mayor o igual que la del 
algebra original. Por ejemplo, el algebra M ^0], con 583 generadores bosoni- 
cos, puede ser considerada como una expansion del algebra ortosimplectica 
osp (32 1 1), la cual posee solo 528 (ambas algebras tienen el mismo numero 
de generadores fermionicos) . Este punto de vista puede ser ventajoso para 
ayudar a comprender los fundamentos geometricos de la teoria de Supergrave- 
dad en 11 dimensiones. Algunas aplicaciones fisicas del metodo de expansion 
pueden ser encontradas en las Refs. [3l[8l[9l[T0l[l9l[2ll[27l[371[38lll2[53 

El enfoque que presentamos aqui esta basado mtegramente en operacio- 
nes Uevadas a cabo directamente sobre los generadores del algebra, y como 

^El metodo funciona tambien para superalgebras, como se muestra en los ejemplos de la 
secci6n r6.4l Para abreviar, seguiremos refiriendonos al 'algebra g', entendiendo que puede 
ser tambien una superalgebra. 
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tal difiere desde el comienzo con el presentado en [25], donde se utiliza la for- 

mulacion dual de Maurer-Cartan (MC). Una consecuencia de este cambio de 
punto de vista es que la expansion de algebras diferenciales libres [201 ED 169] 
queda fuera del alcance de nuestro metodo. 

Una caracteristica fundamental del presente metodo es la utilizacion de 
semigrupos abeliano^. El algebra expandida que se obtiene a partir de g 
queda determinada en gran medida por la eleccion de semigrupo S. Todos 
los casos de expansioiij en formas de MC presentados en [25j pueden ser 
recuperados en este contexto mediante una eleccion particular de S. Eleccio- 
nes distintas conducen, en general, a algebras expandidas que no pueden ser 
obtenidas por los metodos de [25]. A menudo nos referiremos al proceso de 
expansion en semigrupos abelianos como 'S'-expansion'. 

Una de las ventajas del metodo de S'-expansion radica en la posibilidad 
de extraer tensores invariantes no triviales para las algebras expandidas, los 
cuales son ingredientes esenciales, como se ha visto en los capftulos [2] y [3l 
para la formulacion de teorias de CS y de transgresion. Una aplicacion en 
este sentido es presentada en el capitulo [71 

Este capitulo esta basado en la Ref. [15] . 

6.1. Preliminares 

Antes de analizar el procedimiento de S'-expansion mismo, resulta conve- 
niente introducir algunas definiciones y notacion basica. 

6.1.1. Semigrupos 

Sea S un semigrupc0 abeliano finito, de elementos S' = {Aq,}. El producto 
de n elementos de S puede ser escrito como 



^Mas especi'ficamente, utilizamos solo semigrupos abelianos finitos. La generalizacion 
al caso de semigrupos con un mimero infinito contable de elementos parece factible. 

■^En este capitulo hemos omitido el analisis de algunos casos de expansion no directa- 
mente relevantes para su aplicacion en Supergravedad. El lector interesado puede encon- 
trarlos en las Refs. [23 |43l |45] . 

*No existe aparentemente un consenso acerca de la definicion de semigrupo. Nosotros 
adoptaremos aquella segiin la cual un semigrupo es un conjunto dotado de una multipli- 
cacion cerrada y asociativa. No requerimos que contenga inverso ni identidad. 





6.1. PRELIMINARES 



67 



donde 7 (cti, . . . , es una funcion que codifica la informacion de la tabla 
de multiplicacion de S. Una manera alternativa, mas practica para nuestros 
propositos, es dada en la siguiente definicion. 

Definicion 6.1 El n-selector K^^,,,^^^ es un simholo asociado al semigrupo 
S, definido como 

^ p ^ f 1, ctiando p = 7 (ai, . . . , . 

0, en cualquier otro caso 

Dado que S es asociativo, el n-selector satisface la identidad 

^a^-a/ = ^ai-a„^i'^^aar,^ = ^a^a^ ^a2-a„'' ■ (6-3) 

Usando la identidad fl6.3p es siempre posible escribir el n-selector en termi- 
nos de 2-selectores, los cuales codifican la informacion basica de la tabla de 
multiplicacion de S. 

Otra forma de decir lo mismo es que los 2-selectores proporcionan una 
represent acion matricial para S; en efecto, escribiendo 

= K^o.^ (6.4) 

encontramos 

(Aa)/ {Xf3)/ = K^^" (A^)/ = {X^(a,p))J . (6.5) 

En lo sucesivo restringiremos nuestra atencion a semigrupos abelianos, 
lo cual implica que los n-selectores seran completamente simetricos en sus 
indices inferiores. 

La definicion siguiente introduce un producto entre subconjuntos de un 
semigrupo abeliano que sera usado ampliamente mas adelante. 

Definicion 6.2 Sean Sp y Sg dos subconjuntos de un semigrupo S. El pro- 
ducto Sp X Sg es definido como 

SpX Sg = {Xj\X^ = XapXag, con Xap G Sp, Xag G Sg} . (6.6) 

En palabras, Sp x Sg G S es el conjunto que resulta de tomar todos los 
productos entre todos los elementos de Sp con todos los elementos de Sg. 
Como S es abeliano, tenemos que Sg x Sp = Sp x Sg. 
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Vale la pena enfatizar que, en general, Sp, Sq y Sp x Sq no tienen por 
que ser semigrupos ellos mismos. 

Notemos tambien que un semigrupo S puede estar dotado de un elcmcnto 
nulo, el cual denotamos por O5. El elemento O5 es definido como aquel que 
satisface 

OsK = KOs = O5, (6.7) 

para cualquier & S. 

6.1.2. Algebras Forzadas 

La siguiente definicion introduce el concepto de algebras forzadas. 

Definicion 6.3 Consideremos un algebra de Lie g de la forma g = Vq © Vi, 
siendo {Ta^} una base para Vq y {Ta^} una base para Vi. Cuando [Vq, Vi] C 
V\, i.e. cuando las relaciones de conmutacion tienen la forma general 

[Too: Tbol = C„(,bo''°^co + C'ao6o'''-^ci' ^^■^'> 

[TaM ^ C^^,^^^T,„ (6.9) 
[T„„ T,J = C^^b^Tco + C„,,,^^r,„ (6.10) 

entonces es posible demostrar que las constantes de estructura C^pt^'^" sa- 
tisfacen la identidad de Jacobi por si mismas, de manera que [Tag,Tbg] = 
^aobo'^'^co son las relaciones de conmutacion de un algebra de Lie diferente 
a Q. Esta algebra, cuyas constantes de estructura son C^^^^^^^, es llamada un 
algebra forzada de Q y simbolizada por \ Vo\. 

Un algebra forzada puede ser considerada en cierto modo como la 'inversa' 
de un algebra eoctendida, si bien no es necesario que Vi sea un ideal. Es 
importante notar que un algebra forzada no corresponde, en general, a una 
subalgebra. 

6.2. El Procedimiento de 5- Expansion 

6.2.1. S'-Expansion para un semigrupo arbitrario S 

El siguiente teorema contiene el primer resultado central del metodo de 
^-expansiones. 
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Teorema 6.4 Sea S = {Aq} un semigrupo aheliano con 2-selector K^^^ y 
sea Q un algebra de Lie con base {Ta} y constantes de estructura C^^"^ . 
Denotemos un elemento del producto directo S ® q por T(^A,a) = A^T^ y 
consideremos el conmutador inducido [T(^A,a),T(^B,/3)] = AqA/j [T^i, T^]. Con 
estas definiciones, S ^ q es tambien un algebra de Lie con constantes de 
estructura 

^{A,a)(B,f3) ' = ^aP^^AB ■ (S-H) 

Demostracion. De la definicion del conmutador inducido, y usando la regla 
de multiplicacion f l6.ip . tenemos 

= A^(q,,/3)C^b'^Tc 
La definicion del 2-selector K^^^^ [cf. ec. (16.21) ]. 



^ p ^ r 1, cuando p = 7 («, P) /g ^2) 

0, en cualquier otro caso ' 

nos permite escribir 

[T(A,a),T(^B,p)] = K^pPCj^j^^T(c,p). (6.13) 

Por lo tanto, el algebra generada por {T(A,a)} se cierra, y las constantes de 
estructura son 

^(A.aMB.B-) ''^ = ^aB^'^AB^ ■ (6.14) 



'(A,q)(B,/3) ~ -"-a/? 

'{A,a){B,f3) 



Dado que S es abeliano, las constantes de estructura C"/^ „vb fl/'" '^'' tienen 



las mismas simetn'as 

r (C.7) _ _ /_i \q(^)q(fi) ^ (C,7) 

^{A,a){B,l3) ~ y ^) '^{B,l3){A,a) ' l^U.iJJ 

donde q (A) denota el grado de Ta (1 para Fermi y para Bose). Notemos 
que el procedimiento de S'-expansion no cambia la naturaleza fermionica o 
bosonica de los generadores, i.e. q {A, a) = q (A). 

Para demostrar que las constantes de estructura (16.141) satisfacen la identi- 
dad de Jacobi basta con utilizar las propiedades de los selectores [cf. ec. (16.31) 
y el hecho que, por hipotesis, las constantes de estructura C^^'" satisfacen 
la identidad de Jacobi. Esto concluye la demostracion. ■ 

La siguiente definicion es una consecuencia natural del teorema 16.41 
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Definicion 6.5 Sea S un semigrupo abeliano finito y sea g un algebra de Lie. 
El algebra de Lie C5 definida por (3 = S ^ g es llamada Algebra S'-Expandida 
de g. 

El algebra S'-expandida = S ® g, interesante en si misma, constituye 
tambien el punto de partida para obtener otras algebras, ya sean subalgebras 
o algebras forzadas de 0. 

En la seccion siguiente se analiza un caso importante de S'-expansion que 
ocurre cada vez que el semigrupo S contiene un elemento cero. 

6.2.2. O^-Forzamiento de un Algebra ^-Expandida 

Consideremos el caso en que el semigrupo S est a provisto de un elemento 
O5 G S* que satisface O^Aq, = XaOs = O5 para todo Aq G S. Separemos los 
elementos de S en elementos no nulos \i, i = 0, . . . , N j \n+i = O5. El 
2-selector de S satisface 

= K^+i/ = 0, (6.16) 



^.^^1^^^ = ^^+1/^^ = 1, (6.17) 



i^^+i,;v+i'' = 0, (6.18) 
^^+1,^+1''''' = 1- (6.19) 

Las ecs. f l6.16p - fl6.19p implican que el algebra S-expandida & = S ® g 
puede ser separada en la forma 

[T{A,i),T(^B,j)] =Kij^Cj^j^'^T(^c,k) + K^-^^^Cj^B^Ti^c,N+i), (6.20) 

[T(A,Ar+l),T|;B,i)] = ^AB^T(^C,N+l)-, (6.21) 
\T[A,N+l)-,T{^B,N+l)\ = C AB^T{^c,N+l)- (6.22) 

Hay dos observaciones importantes con respecto a las ecs. f l6.20p - fl6.22l) . 
En primer lugar, de fl6.22p notamos que los generadores T(^a,n+i) forman una 
subalgebra del algebra ^-expandida & = S ® g, la cual es isomorfa a g. 
En segundo lugar, comparando con fl6.8p - fl6.10p vemos que C5 tiene la forma 
= Vo®Vi, con Vo = {Tl^A,^)}, Vi = {T^a,n+i)] Y [Vq, Vi] C Vi. Por lo tanto, 
hemos encontrado que la presencia de O5 G S" implica que es posible extraer 
un algebra forzada de = 5 0, la cual esta dada por [ver seccion 16.1.2] 

[T(A,i),T^B,j)] = (6-23) 
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con las constantes de estructura 



iA,i)iBJ) 




(6.24) 



El forzamiento es en este caso equivalente a imponer la condicion 



T(A,N+1) = OsTa = 0. 



(6.25) 



Si bien esta condicion puede parecer muy natural (sobre todo si uno identifica 
el cero del semigrupo con el cero del campo sobre el cual esta definida el 
algebra), su justificacion esta basada en la interpretacion como forzamiento, 
dado que es solo aquella la que garantiza que los generadores restantes sigan 
formando un algebra de Lie. 

Notemos que este forzamiento abelianiza algunos sectores del algebra; en 
efecto, cuando AjAj = O5, entonces tenemos [T(^A,i),T(^B,j)] = 0. 

La siguiente definicion resume la discusion anterior. 

Definicion 6.6 Sea S un semigrupo abeliano con un elemento cero Os & S y 
sea (3 = S^Q un algebra S-expandida. El algebra de Lie obtenida imponiendo 
la condicion O^T^ = sobre <3 (o sobre una subdlgebra de es llamada 
algebra 05-forzada de & (0 de la subdlgebra). 

El Os'-forzamiento juega un rol esencial a la hora de reproducir los resulta- 
dos de la expansion de MC en el contexto de la ^'-expansion, como sera visto 
en la seccion siguiente. 

6.2.3. Expansion de MC como una ^-Expansion 

En esta seccion explicamos como reproducir la expansion de MC [2^ en 
el contexto de la S'-expansion. 

En pocas palabras, la idea de la expansion de MC es considerar el algebra 
g segiin la descripcion dual dada por las formas de MC en la variedad del 
grupo y, luego de reescalar algunos de los parametros del grupo en un factor 
A, expandir las formas de MC como una serie de potencias en A. Esta serie 
es finalmente truncada de modo tal de asegurar la clausura del algebra. 

El Teorema 1 de la Ref. [25] muestra que, en el caso mas general, el 
algebra expandida tiene las constantes de estructura 



{C,k) 



0, cuando i + j ^ k 
^ AB^ ■• cuando i + j = k ' 



(6.26) 
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donde los parametros i,j,k = 0, . . . ,N corresponden al orden de la expan- 
sion, siendo el orden de truncamiento. 

Estas constantes de estructura pueden ser obtenidas en el contexto de 
la S'-expansion mediante el O^-forzamiento de un algebra S'^^'^-expandida, 
donde es el semigrupo introducido en la siguiente definicion. 

Definicion 6.7 Sea S^^^ el semigrupo de elementos 

5f^ = {A„,a = 0,...,iV,iV + l}, (6.27) 

provisto de la regla de multiplicacion 

\ \ _ / -^a+z?' cuando a + (3 <N , . 

" ''~\Ajv+i, cuando a + (3 >N + 1 ■ ^^'^^^ 

Los 2-selectores para S^^^ tienen la forma 

\ K+v cuandoa + (3>N + 1 ' ^ ^ ^ 

donde es la delta de Kronecker. De lid. 28\) vemos que Xn+i puede ser 
identificado con el elemento cero de i.e. \n+i = O5. 

Para obtener las constantes de estructura correspondientes a la S^^- 
expansion de un algebra de L ie 0, basta con particularizar la formula ge- 
neral (16.111) al caso S = Sl^\ Esto corresponde a reemplazar la forma del 
2-selector (16.291) en (16.111) . Llevando a cabo este reemplazo obtenemos 

r icr<) _ / ^I+p^ab'^, cuando a + (3<N 

I cuando a + (3>N + l ' ^^■'^^> 

con a,/?,7 = 0, . . . ,iV, 1. 

El paso siguiente consiste en realizar el 05-forzamiento del algebra S^"^- 
expandida. Imponiendo la condicion Aat+iT^ = (ver secci6n [B.2.2l pag. [TOil. 
la ec. (I6.30p se reduce a 

^(A,i){B,j)^^' = ^^+jCAB^ ^ (6.31) 

con i,i,k = 0, . . . ,N. Estas constantes de estructura se corresponden exac- 
tamente con las de la expansion de MC, ec. (16.261) . 
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Esta coincidencia no es tal, por supuesto. Volvamos por un momento al 
esquema propuesto en [25] y consideremos las potencias del parametro de 
reescalamiento A. El producto de dos de estas potencias satisface 

A"A^ = A"+'^, (6.32) 

en tanto que el truncamiento a orden puede ser impuesto simbolicamente 
como 

A" = cuando a > A^. (6.33) 

Es claro que las ecs. (I6.32p y (16.331) reproducen exactamente la ley de mul- 
tiplicacion del semigrupo Esta estructura algebraica es todo cuanto 

se requiere para Uevar a cabo la expansion. Tambien resulta claro al hacer 
esta comparacion que es necesario imponer la condicion de O^-forzamiento 
\n+iTa = para obtener las constantes de estructura (16.311) . 

El procedimiento de 5'-expansi6n es valido para cualquier algebra de Lie 
g, y es en este sentido muy general. Sin embargo, cuando se conoce algo de la 
estructura algebraica de g, es posible ir mas alia. Por ejemplo, en el contexto 
de la expansion de MC, el reescalamiento y el truncamiento pueden ser ejecu- 
tados de varias maneras dependiendo de la estructura de g, conduciendo en 
cada caso a diferentes tipos de algebras expandidas. La contraccion de Inonii- 
Wigner generalizada, o la obtencion del algebra M a partir de osp (32 11) son 
ejemplos importantes de estos casos. En el contexto de la S'-expansion, la 
informacion sobre la estructura algebraica de q puede ser usada para extraer 
subalgebras y algebras forzadas del algebra S'-expandida. Utilizando esta in- 
formacion es posible reproducir todos los casos de expansion encontrados 
en [25]. Nuevos tipos de algebras expandidas pueden tambien ser obtenidos 
ocupando semigrupos distintos a Se- 



6.3. Subalgebras Resonantes 

Un algebra S'-expandida tiene una estructura bastante simple, reprodu- 
ciendo el algebra original g en una serie de 'niveles' que corresponden a los 
elementos del semigrupo. En esta seccion estudiamos un modo de extraer 
un algebra mas pequefia a partir de S" g; el metodo de las subalgebras 
resonantes. 
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6.3.1. Subalgebras Resonantes para un semigrupo ar- 
bitrario S 

Para poder extraer subalgebras resonantes a partir de un algebra S- 
expandida S* (S> 0, es indispensable contar con alguna informacion acerca de 
la estructura algebraica de g. Esta informacion es codificada de la siguiente 
manera. 

Sea g = 0pg/ Vp una descomposicion de g en un cierto numero de subes- 
pacios Vp, con / un conjunto de indices. Para cada p, g G / es siempre posible 
definir un subconjunto de I, i{p,q) C /, tal que 

[Vv^y,]^ Vr- (6.34) 

De este modo, los subconjuntos i{p,q) almacenan la informacion sobre la 
estructura de subespacios del algebra. Notemos que los subespacios Vp no 
corresponden, en general, a subalgebra^ de g. 

De forma analoga a la particion del algebra en subespacios, es siempre 
posible descomponer un semigrupo arbitrario S en subconjuntos Sp C S en 
la forma 5* = Upe/ ^p^ donde / es el mismo conjunto de indices del parrafo 
anterior. Notemos que los subconjuntos Sp no tiene por que ser semigrupos 
ellos mismos. 

En principio, la descomposicion de S en subconjuntos es completamente 
arbitraria; sin embargo, recurriendo al producto entre subconjuntos dado en 
la def. 16. 2^ es a veces posible escoger una descomposicion muy particular, 
como se detalla en la siguiente definicion. 

Definicion 6.8 Sea g = ©pg/ Vp una descomposicion de g en subespacios 
Vp, con una estructura descrita por los subconjuntos i{p,q) C /, como se mues- 
tra en la ec. ^6.34^ . Sea S = UpG/ '"'^^ descomposicion en subconjuntos 



del semigrupo abeliano S tal que 

SpxSqC fl Sr, (6.35) 

donde el producto x entre subconjuntos es el de la def. \6.B, Cuando una 
descomposicion S = UpG/ "^p ^ cumple con ( fg. 35^) existe, decimos 
que esta descomposicion esta en resonancia con la descomposicion de g en 
subespacios, g = ^p^jVp. 



^La condicion para que Vp corresponda a una subalgebra de g es i(p,p) = {p}- 
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La existencia de una 'particion resonante' de 5* es una hipotesis esencial 
en el teorema siguiente, el cual permite extraer sistematicamente subalgebras 
a partir del algebra S'-expandida S ® g. 

Teorema 6.9 Sea g = @p^j Vp una descomposicion de q en subespacios, 
con una estructura dada por la ec. ^6.34\ ), y sea S = IJpe/ ^''^'^ particion 
resonante del semigrupo abeliano S , con la estructura dada en la ec. Ii6. 35\) . 
Para cada p E I , se definen los subespacios Wp del algebra S-expandida 
^ = S ® Q como 

Wp = Sp®Vp. (6.36) 

Entonces, 

0R = 0Wp (6.37) 

es una subdlgebra de <&. 

Demostracion. Usando las ecs. fl6.34l) - fl6.35l) . tenemos 

[Wp,W,](Z{SpyiS,)®[Vp,V,] 
c fl "^^^ 

C I fl 5J ® K. (6.38) 

Es claro que para cada r G i[p^q) uno puede escribir 

Pi Ss^Sr. (6.39) 



Luego, 



y encontramos 



C ^ Sr®Vr (6.40) 



Wp.W,] C Wr. (6.41) 

Por lo tanto, el algebra se cierra y S>r = 0pg7 Wp corresponde a una subalge- 
bra de (J5. ■ 
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Definicion 6.10 El algebra 0r = ^p^jWp hallada en el teorema \ 6.9{ es 
llamada una Subalgebra Resonante del algebra S-expandida (5 = S ® q. 

La adopcion del nombre 'resonancia' se debe a la similitud formal entre 
las ecs. f l6.34p y fl6.35p : la ec. fl6.35p sera denominada tambien 'condicion de 
resonancia'. 

El teorema 16.91 convierte el problema de encontrar subalgebras de un 
algebra S'-expandida = 5 Cg) g en el problema de encontrar una particion 
resonante para el semigrupo S. Co mo se muestra mas adelante por medio de 
ejemplos, resolver la condicion de resonancia (16.351) resulta ser un problema 
facilmente abordable. Por lo tanto, el teorema l6.9l puede ser considerado como 
una litil herramienta para extraer subalgebras de un algebra S'-expandida. 

Usando la ec. (16. lip y la particion resonante de S es posible encontrar 
una expresion explicita para las constantes de estructura de la subalgebra 
resonante 0r. Denotando por {Ta^} la base para el subespacio Vp, podemos 
escribir 

^ {Cr,7r) _ TV- 7r^ Cr Acy\ 

con ap,/3q,'yr tales que Xa^ G Sp, Xp^ ^ Sq y X^^ G Sr- 

Una observacion interesante es que la estructura de subespacios de la 
subalgebra resonante C5r es la misma que la del algebra original g, como 
puede observarse de la ec. (I6.4ip . 

Las subalgebras resonantes juegan un rol central en este capftulo y a lo 
largo de la Tesis. Vale la pena notar que la mayor parte de los casos particu- 
lares considerados en [25] pueden ser recuperados utilizando el teorema 16.91 
para S = como veremos en la seccion siguiente. Todos los casos restan- 
tes pueden ser obtenidos como un forzamiento de una subalgebra resonante. 

6.3.2. Subalgebras Resonantes con 

En esta seccion rederivamos algunos resultados de expansiones de algebras 
presentados en [25] en el marco de las S'-expansiones. Para obtener estas 
algebras es necesario proceder de acuerdo a los tres pasos siguientes: 



1. Realizar una S'-expansion usando el semigrupo S — *S*^ ^, 

Encontrar ung 
resonante i5r, 



2. Encontrar una particion resonante para y construir la subalgebra 



6.3. SUBALGEBRAS RESON ANTES 



77 



3. Aplicar un Os'-forzamiento a la subalgebra resonante. 

Escogiendo un semigrupo distinto u omitiendo el forzamiento uno encuen- 
tra algebras que no estan contenidas dentro de la expansion de MC. Ejemplos 
de esta clase son dados en la secciones 16.4.11 y I6.4.4[ 



Caso cuando = Vq © Vi, siendo Vq una subalgebra y Vi un coseto 
simetrico 

Sea fl = Vo © Vi una descomposicion de g en subespacios tal que 

[Vo,Vo]cVo, (6.43) 
[Vo,Vi]cVi, (6.44) 
[Vi,Vi]cVo. (6.45) 



Estas relaciones de conmutacion corresponden al caso en que Vq es una 
subalgebra y Vi un coseto simetrico. 

juntos dada poiI§ 



Sea S'^''' = SqU Si, con N arbitrario, una particion de S^'' en subcon- 



So 
Si 



A2m, con m = 0, . . . 



N 
~2 



\2m+i, con m = 0, . . . , 



Esta particion de 5*^^^ es resonante con respecto a la estructura del algebra 



U{Ajv+i}, 
A^- 1 



U{Ajv+i}. 



(6.46) 
(6.47) 



[ecs. (I633D-(E35D], ya que satisface [cf. ec. flOHD ] 

SoxSiC Si, 
SixSiC So. 



(6.48) 
(6.49) 
(6.50) 



Como se mostro en la secci6n [6.3.1l la resonancia de la particion fl6.46p - fl6.47p 
permite extraer una subalgebra resonante a partir del algebra S'^^^-expandida 



S^^ © g. En efecto, de acuerdo al teorema 16.91 tenemos que 

(d^ = Wo(BWi, 



(6.51) 



^Aqm [x] denota la parte entera de x. 
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con 



Wo 
Wi 



So 
Si 



Vi, 



(6.52) 
(6.53) 



es una subalgebra resonante de (S. 

Notemos que es la estructura de los subconjuntos So y 5'i la que determina 
la forma de la subalgebra resonante 0r. 

Las constantes de estructura para ©r, son obtenidas directamente de la 
formula general para subalgebras resonantes, ec. (16.421) . Ellas pueden ser 
escritas en la forma 



(Cr,7r) 



'^ap+l3q^ apbq 
sir c, 
"N+l'-'apbg 



cuando ap + Pg < N 
cuando ctp + Pq > N + 1 



(6.54) 



con p,q = 0, 1, ap, Pp,-fp = 2m + p, m = 0, . . . , [^] , ^ . 

Una vez obtenida la subalgebra resonante, el ultimo paso para repro- 
ducir el result ado correspondiente de [25] en este contexto es realizar un 
O^-forzamiento de (J5r, con Aat+i = O5. Dado que este forzamiento es equiva- 
lente a imponer la condicion Aat+iT^ = 0, no es dificil ver que el linico efecto 
sobre las constantes de estructura (I6.54p concierne el rango de los indices 
ttp, Pp, 7p; en efecto, las nuevas constantes de estructura son 



(J (Cr,7r) 

(ap,ap){bq,l3q) 



"ap+l3q^apbq 



cuando ctp + Pq < N 
cuando dp + Pq > N + 1 



(6.55) 



con p,q = 0, 1, ap^Pp^'fp = 2m + p, m = 0, . . . , [^^^y^]- La restriccion en 
el rango de ap,Pp,'yp impide que tomen el valor + 1, el cual esta ahora 
excluido del algebra. 

Con la notacion de [25], el O5- forzamiento del algebra S'g^''-expandida 
corresponde a Q {No, Ni) para el caso del coseto simetrico, con 



N 
~2 

N 



+ 1. 



(6.56) 
(6.57) 



Las constantes de estructura f l6.55p corresponden a las de la ec. (3.31) de la 
Ref. |25l. 
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Elementos del 
Semigrupo 



(a) 



Elementos del 
Semigrupo 



Subespacios 
del Algebra 



(b) 



Elementos del 
Semigrupo 



_^ Subespacios 
del Algebra 



Subespacios 
del Algebra 



Figura 6.1: Procedimiento de S'-expansion de un algebra de Lie = Vq © Vi, 
con S = . (a) El algebra S'g -expandida (S = S'g ® g contiene todos los 
subespacios de la forma Xa ^Vp. (b) La subalgebra resonante 0r = Wq ® Wi 
contiene solo aquellos subespacios de la forma Xa^ (8) Vp, con A^^ G Sp [ver 
ecs. (I6.58l) - fl6.59l) ]. (c) El A4-forzamiento (con A4 = Os) de 0r elimina todos 
los subespacios de la forma A4 ® Vp. 
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Una idea mas intuitiva del proceso de 5'-expansi6n, extraccion de subalge- 
bra resonante y 05-forzamiento puede ser obtenida a partir de un diagrama. 
En la fig. 16.11 se muestra el caso cuando S = Vq © Vi, con Vq una subalgebra 
y Vi un coseto simetrico, y S* = 

Los subespacios (V^) de q son dispuestos en el eje horizontal, en tanto 
que los elementos del semigrupo (Aq) ocupan el eje vertical. El algebra 5^^''- 
expandida (S = S^^ ® g corresponde a la region sombreada en la parte (a) 
de la fig. 16. 1[ Esta algebra incluye todos los subespacios de la forma Aq <S) Vp. 
En la parte (b) de la fig. 16.11 el area sombreada corresponde a la subalgebra 
resonante (5b, = Wo®Wi, con [cf. ecs. flOBD - flOTD ; 

50 = {Ao, A2, A4} , (6.58) 

51 = {Ai,A3,A4}. (6.59) 

Las columnas en esta parte de la figura corresponden a los subespacios Wq 
y Wi de la subalgebra resonante C5r; notemos que la eleccion de la particion 
resonante determina cuales subespacios de (3 estaran presentes en 0r. Fi- 
nalmente, la parte (c) de la fig. 16.11 indica el O^-forzamiento de la subalgebra 
resonante (Sr, con A4 = O^, exluyendo en efecto todos aquellos subespacios 
de la forma A4 ® 0. El algebra Q {Nq, Ni) de la Ref. [25] corresponde a esta 
parte de la figura. 

El 05-forzamiento de la subalgebra resonante C5r con = 1 reproduce 
la contraccion de Inonii-Wigner para g = Vq © Vi, la cual abelianiza los 
generadores del coseto simetrico Vi. 



Caso cuando g = Vq © Vi © V2 es una Superalgebra 

Una superalgebra q viene naturalmente dividida en tres subespacios Vq, 
Vi y V2, donde Vi corresponde al sector fermionico y Vq © V2 al bosonico, 
siendo Vq una subalgebra. Esta estructura algebraica puede ser escrita en la 
forma 

[^0,K)]CK), (6.60) 
[Vo,Vi]cVi, (6.61) 
[V^o,V^2]c V2, (6.62) 
[Vi,Vi]cVo(BV2, (6.63) 
[Vi,V2]cVi, (6.64) 
[V^2,V^2] C K)©V^2. (6.65) 
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Para extraer una subalgebra resonante del algebra S'^'^^'-expandida (5 = 
'S'e^^ (S> S es necesario encontrar una particion resonante del semigrupo S^'' . 
Esta particion esta dada por Sl^^ = SqU SiU S2, con 



Sp= { A2m+P) con m = 



U{AAr+i}, p = 0,l,2. (6.66) 



Esta particion es resonante en el sentido de la def. 16.81 pues satisface 

5o X 5o C ^0, (6.67) 

5o X 5i C Si, (6.68) 

50 X C ^2, (6.69) 

51 X Si C 5*0 n ^2, (6.70) 
5i X ^2 C 5i, (6.71) 
^2 X S2 C So n ^2. (6.72) 

Dada la particion resonante fl6.67l) - fl6.72l) . el teorema 16.91 nos asegura que 
^R = Wo®Wi® W2, con Wp = Sp<^ Vp, p = 0,1, 2, es una subalgebra reso- 
nante. Dado que esta subalgebra puede ser de interes por si misma, citamos 
aqui sus constantes de estructura, las cuales son obtenidas particularizando 
la ec. general fl6.42p al caso actual: 

^ (r ■y ) \ ^1'' j-fi C„ . , cuando Ur, + dn < N 

^"-"^^^^-^'^ 1 5'n^.C^pC^ cuando a, + > at + 1 ' 

con p,q,r = 0, 1, 2, Up, Pp,'jp = 2m + p, m = 0, . . . , [^] , . 

Alternativamente, uno puede dar un paso adicional y considerar el O5- 
forzamiento de esta subalgebra resonante. Al hacerlo, todos los generadores 
de la forma X^+iTa son eliminados del algebra, de modo que las constantes 
de estructura se transforman en 

^ (r ■y ) \ ^1'' j-fi C„ . , cuando Ur, + dn < N 

\ 6]^^,C^^,;\ cuando + Ar+ 1 ' > 

con p,q,r = 0, 1, 2, Up, Pp,'jp = 2m + p, m = 0, . . . , [^] ■ 

Esta algebra O^-forzada corresponde al algebra Q {Nq, Ni, N2) (de acuerdo 
a la notacion de la Ref. |2^), con 

'N - v' 

Np = 2 -—^ +p, p = 0,l,2. (6.75) 
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Elementos del 
Semigrupo 

A 



V V V 



Subespacios 
del Algebra 



Elementos del 
Semigrupo 

A 



X, 



X. 



"I r~ 



V V V 

'^0 '^1 '^2 



Subespacios 
del Algebra 



(a) 



Figura 6.2: (a) Subalgebra resonante obtenida a partir del algebra - 
expandida & = S^^ ® g en el caso cuando = Vq © Vi © V2 es una su- 
peralgebra. (6) El sector A5 ® g es eliminado de la subalgebra resonante 0r 
a traves del proceso de 05-forzamiento. El algebra resultante corresponde a 
^(4, 3, 4) en el contexto de la Ref. p5]. 



Las constantes de estructura (16.741) corresponden a las de la ec. (5.6) de esta 
referenda. 



La fig. 16.21 ilustra graficamente el proceso que acabamos de describir para 
el caso = 4. En la parte (a) se muestra la subalgebra resonante (Sr y 
en la parte (b) su Os-forzamiento. Notemos como las columnas del grafico 
corresponden a los subconjuntos Sp de la particion resonante, y como el 05- 
forzamiento consiste en eleminar todos los subespacios de la forma A5 © 
(con A5 = O5). 
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6.4. Ejemplos de Algebras S'-Expandidas 

En esta seccion presentamos algunos ejemplos del proceso de S'-expansion. 
A excepcion del primero de ellos, cuyo interes es puramente pedagogico, su 
eleccion esta motivada por nuestro interes en una formulacion geometrica de 
la teoria de Supergravedacill en d = 11. 

Brevemente, los ejemplos son: 

■ El algebra so (4) como una ^'-expansion de so (3), con S = TL^. Posi- 
blemente el ejemplo mas simple, pues parte de un algebra con solo tres 
generadores y un semigrupo de apenas dos elementos. 

■ El algebra M como una S'-expansion de osp(32|l), con S = S^ . 
Un ejemplo importante con consecuencias fisicas interesantes, como 
se vera en el capftulo [3 

■ Una superalgebra extendida (TV = 2), similar a las introducidas por 
D'Auria y Pre en [20], obtenida como una S'-expansion de osp(32|l) 
con S = S^^K El paso de S^^ a S^^ produce un generador fermionico 
extra y cambia algunas relaciones de conmutacion. 

■ Una nueva superalgebra extendida (A/" = 2) con generadores bosonicos 
extra es obtenida a traves de una S-expansion de osp(32|l) con un 
semigrupo distinto a S^^^ {S = Z4). 

6.4.1. 50 (4) como una ^-expansion de 50 (3) 

En esta seccion mostramos como el algebra so (4) puede ser considerada 
como una S-expansion de so (3). El ejemplo es particularmente simple, no 
solo por la sencillez de las algebras en juego, sino tambien porque no involucra 
ni forzamiento ni la extraccion de una subalgebra resonante. 

Cualquier algebra de la familia so (n) puede ser descrita mediante las 
relaciones de conmutacion 

[Sf,x, Sf,^] = -i {6f,xSf,u - ^plkSxu + ^uxS^,n - ^vkS^x) , (6.76) 



^Para un analisis en profundidad de distintas algebras de Supersimetria, ver |22[ 175] y 
las referencias allf citadas. 
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a b 


a 


a b 


b 


b a 



Cuadro 6.1: Tabla de multiplicacion del semigrupo abeliano Z2 = {a,b}. El 
algebra so (4) puede ser considerada como una Z2-expansi6n de so (3). 

con K, X, fi,^ = 1, . . . ,n J 5fj^y = diag (+1, . . . , +1). En el caso particular de 
so (3), uno puede definir Gi = S23, G2 = S31, G3 = Su, de manera de 
escribir (16.761) en la forma 

[Gi, Gj] = isijkGk, 

con k = 1,2, 3. 

Consideremos ahora el semigrupc|^ Z2 = {a, b} definido por la tabla de 
multiplicacion dada en el cuadro 16. 1[ Llamando 

Ji = aGi, (6.77) 
Ki = bGi, (6.78) 

resulta directo verificar que las relaciones de conmutacion del algebra Z2- 
expandida = Z2 (8) so (3) tienen la forma 

[Ji, Jj] = iSijkJk, (6.79) 
[Ji, Kj] = iSijkKk, (6.80) 
[Ki,Kj\ = iSijkJk- (6.81) 

Reunificando ahora Jj y Ki en generadores Af^A, A = 1,2,3,4, de 
acuerdo a la regla 

Mi, = e.jkJk, (6.82) 

Mi, = Ki, (6.83) 

uno puede reescribir las relaciones de conmutacion fl6.79l) - fl6.81l) en la forma 

[M,A, M^,] = -% ((5^aM,, - (5^,Ma, + (5,aM^, - b,^M^^) , (6.84) 

demostrando asf [por comparacion con (16.761) ] que ellas corresponden a las 
del algebra so (4). 



^Un grupo es tambien un semigrupo, despues de todo. 
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6.4.2. El Algebra M como una ^-expansion de osp (32|1) 

En esta seccion presentamos la derivacion del algebra M [TOjj como una 
S'e^^ -expansion del algebra ortosimplectica osp (32|1). 

La inclusion del algebra M dentro de los ejemplos es motivada por dos 
hechos distintos pero relacionados. En primer lugar, el paradigma de la 5- 
expansion permite considerar el algebra M como un miembro de una familia 
de algebras, todas generadas a partir de osp(32|l) a traves de diferentes 
elecciones de semigrupo y diferentes alternativas de forzamiento. Esto puede 
resultar relevante desde un punto de vista ffsico, dado que todas ellas com- 
parten caracterfsticas importantes. En segundo lugar, este enfoque permite 
escribir un tensor invariante para el algebra M a partir de uno para osp (32|1) 
(ver seccion WM . haciendo contacto con las acciones transgresoras y de CS 
discutidas en los capftulos [2] y [31 

Consideremos ahora el algebra osp (32|1). Una base conveniente para esta 
algebra es dada por {Pa, Jab, Zabcde, Q}, donde Pa son boosts de AdS, Jab son 
rotaciones de Lorentz, Zabcde es un tensor antisimetrico de cinco indices y Q 
es una carga spinorial de Majorana con 32 componentes. Las relaciones de 
(anti)conmutaci6n estan consignadas en el cuadro W7]\ (ver Apendice O para 
notacion y convenciones) . 

Como toda superalgebra, osp (32 11) puede ser separada en tres subespa- 
cios, osp (32|1) = Vo©Vi©V2, correspondiendo Vb a la subalgebra de Lorentz 
(generada por Jab), Vi al subespacio fermionico (generado por Q) y V2 al res- 
to de los generadores bosonicos. Pa y Zabcde- Resulta directo verificar que esta 
separacion en subespacios satisface f l6.60p - fl6.65p . 

Para obtener el algebra M uno debe proceder como en la seccion [5.3.21 con 
5* = es decir, usar la particion resonante fl6.66p e imponer la condicion 
de O^-forzamiento X^Ta = 0. La relacion entre los generadores de osp (32|1) 
y del algebra M se muestra en el cuadro 16.31 en tanto que la fig. 16.31 muestra 
el esquema del algebra S'-expandida y su O^-forzamiento. 

El algebra resultante se muestra en el cuadro 16.41 

El algebra S'g ■'-expandida 6 = 5'^^-' ® osp (32 11) contiene una gran can- 
tidad de generadores no incluidos en el algebra M. Los sectores indicados 
en la parte (a) de la fig. 16.31 son eliminados al tomar la subalgebra resonan- 
te. Finalmente, el As-forzamiento cumple un doble rol: elimina la subalgebra 
A3 ® osp (32|1) [que es isomorfa a osp (32|1)] y abelianiza los conmutadores 
entre los generadores bosonicos Pa, Zab J Zabcde, asi como los de estos con el 
generador fermionico Q. 
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[Pa, Pb] =Jab, (6.85) 

[J'^^ pj =5,tp^ (6.86) 

[Pa, -^fei-bs] = ~ -^^^abi-bsci-csZ"^'""^, (6.87) 

[J^\ Jc^] =€!iJ'f^ (6-88) 

[j'^'^Zc^-c] =^<".:cr^'e,..e„ (6.89) 

_ ^ xa\---a^CAC5C& [ciC2Cz][did2d-j.] yCT-cn ( Q.n.\ 

313151 ^ci-ciiOdidarfsfei-fes'' ^ ' I'J-s'Uj 

[P,,Q]=-^r,Q, (6.91) 

[Jab,Q]=-\TabQ, (6.92) 

[Zafecde, Q] = — -TafecdeQ, (6.93) 

{Q, Q} =i (vPa - ^r«^J,, + |r"Z,,,,e] . (6.94) 



Cuadro 6.2: Relaciones de (anti)conmutaci6n de la superalgebra osp(32|l). 
Aqui Ta son matrices de Dirac en ci = 11 (ver Apendice iDl) . 
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Subespacios de 0r 


Generadores 






Jab - ^O'Jab 






^ab - ^2Jab 

= A3 Jir^ 






= A3Q(°"P^ 






-fa — A2-r'a 


^2^ 




7 _ \ 7(osp) 
-^afecde - ^2^abcde 

= A3Pi"^^^ 

n — \ ^Cosp) 



Cuadro 6.3: El Algebra M puede ser considerada como una 5*^ -Expansion 
de osp (32 1 1). La tabla muestra la relacion entre los generadores de ambas 
algebras. Los tres niveles corresponden a las tres columnas en la fig. 16.31 o, 
alternativamente, a los tres subconjuntos en que ha sido particionado. 



Elementos del 
Semigrupo 



Elementos del 
Semigrupo 











< 




























K 










K 






Pa 

^abcde 




K 










\ 




Q 






K 








^ Subespacios 




Jab 






1 ► 






K 




del Algebra 




K 









ib) 



Subespacios 
del Algebra 



Figura 6.3: El Algebra M como una 5"^ -expansion de osp (32|1). (a) Subalge- 

^ (2) {'2) 

bra resonante obtenida a partir del algebra -expandida = ® 
osp(32|l). {h) El algebra M propiamente tal es obtenida mediante el O5- 
forzamiento de la subalgebra resonante. 



88 



CAPiTULO 6. s-expansi6n de Algebras de lie 



[j^'^Jci] = CiJ^f. (6.95) 

[J'^^PJ = 5tP', (6.96) 

[j'^'.Z^a] = SfJZ^f, (6.97) 

[J"', Z^.-c.] = lC:...cTZ\,...^,. (6-98) 

[Jab.Q] = -^r„feQ, (6.99) 

[Pa,Pb] = 0, (6.100) 

[Pa,Z,,] = 0, (6.101) 

[Pa, Zb,...b,] = 0, (6.102) 

[Zab,Z,d] = 0, (6.103) 

[Z,fe, Ze,...,,] = 0, (6.104) 

[Za,...a,,Zk,...b,] = 0, (6.105) 

[Pa,Q] = 0, (6.106) 

[Zab,Q] = 0, (6.107) 

[Zabcde^Q] = 0, (6.108) 

{Q^Q} = ^ (r^n - ^r'^'z,, + ir"z,b,rfe) . (6.109) 



Cuadro 6.4: Las relaciones de (anti)conmutaci6n del algebra M. Aqui Fq son 
matrices de Dirac en d = 11 (ver Apendice iDl) . 
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6.4.3. Superalgebra J\f = 2 similar a D'Auria— Fre 

En la seccion anterior, el algebra M fue obtenida como una ^-expansion 
del algebra ortosimplectica osp(32|l) a traves del semigrupo S = S^^ (ver 
def. 16.71) . En esta seccion exploramos los resultados de escoger S = , 
dejando todos los demas aspectos de la expansion (incluido el Os-forzamiento) 
inalterados. 

Al escoger la particion resonante f l6.66p y efectuar el A4-forzamiento de 
la subalgebra resonante resultante, obtenemos una superalgebra muy similar 
al algebra M, pero con un generador fermionico extra, Q' = AsQ'-"®''-'. Este 
generador conmuta con todos los elementos de la superalgebra (excepto con 
los generadores del algebra de Lorentz, lo cual es de esperar debido a su 
naturaleza spinorial), y anticonmuta ademas con Q y consigo mismo. Otra 
diferencia con el algebra M concierne los conmutadores del generador fer- 
mionico Q con los generadores bosonicos Pa, Zab J Zabcde, los cuales ya no 
son nulos [comparar con ( ]6.106p -( ]6.108p ]: 

[Pa,Q] = -l^aQ', (6.110) 
[Zab,Q] = -^TabQ', (6.111) 
[Zabcde, Q] = —-^abcdeQ'- (6.112) 

La relacion entre los generadores de la Superalgebra de esta seccion y los 
de osp (32 1 1) se muestra en el cuadro 1^31 

La superalgebra de esta seccion es casi identica a las introducidas por 
D'Auria y Fre en [20]; tiene el mismo numero y tipo de generadores que aque- 
Uas, y solo difiere por factores numericos en las relaciones de conmutacion. 
En la Ref. [TU] se muestra como las Superalgebras de D'Auria-Fre corres- 
ponden a los casos s = 3/2ys = — Ide una familia de Superalgebras € (s) 
parametrizadas por un numero real s. La superalgebra presentada en esta 
seccion corresponde al caso s = 0. 

El proceso de S'-expansion Uevado a cabo para obtener esta superalgebra 
esta graficado en la fig. 16.41 donde se muestran (a) la subalgebra resonante 
obtenida directamente de osp (32 11) y (&) su A4-forzamiento. 
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Elementos del 
Semigrupo 

A 



V V V 

'^0 '^1 '^2 



(a) 



Subespacios 
del Algebra 



Elementos del 
Semigrupo 













K 


r r 
















^ab 




p. 

^abcde 




K 




Q 






K 


Jab 










K 






— 



Subespacios 
del Algebra 



Figura 6.4: (a) Una superalgebra extendida [M 



(3) 

subalgebra resonante del algebra S-^ -expandida (S 



2) es obtenida como una 
= 4^^®osp (32|1). (6) El 
Og-forzamiento de la Superalgebra en (a) elimina el subespacio A4®osp (32|1) 
y abelianiza algunos conmutadores. La Superalgebra resultante es muy simi- 
lar a las consideradas por D'Auria y Fre en [20], como se explica en el texto. 
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Subespacios de (Sr Generadores 



5*0 


® Vo 


Jab — 
Zab = 

= 


■^O^ab 
\ t(osp) 

\ t(osp) 
^i^ab 






Q = 




^1 


® Vi 


Q' = 








= 




^2 


® V2 


Pa = 

^abcde 

= 
= 


^2-^ abode 
^i-^abcde 



Cuadro 6.5: Relacion entre los generadores de osp (32|1) y los de la Superalge- 
bra extendida (A/" = 2) similar a las de D'Auria y Fre. 

6.4.4. Nueva Superalgebra con J\f = 2 

Esta seccion muestra un ejemplo de S'-expansion con un semigrupo dis- 
tinto a aquel utilizado para reproducir los resultados de [25], vale decir, 
Consideraremos una ^-expansion del algebra ortosimplectica osp (32 11) con 
5 = Z4, el grupo ciclico de cuatro elementos. Esta eleccion se hace pensan- 
do en la sencillez del ejemplo y en la posibilidad de encontrar una particion 
resonante de S. El caso S" = Z2 es trivial, en el sentido que la subalgebra reso- 
nante es isomorfa a osp (32 11). El caso S" = Z3 parece no poseer una particion 
resonante. Luego, = Z4 corresponde al caso no trivial mas simple. 

La ley de multiplicacion para Z4 — {Ag, Ai, A2, As} es 

A«A;3 = X{a+l3)mod4- (6.113) 

Esta regla no es completamente distinta a la de S^^ (ver cuadro 16.61) . por 
lo que cabria esperar resultados vagamente similares a los de las secciones 
anteriores. 

Una particion resonante de Z4 es dada por 

50 = {Ao,A2}, (6.114) 

51 = {Ai,A3}, (6.115) 
^2 = {Ao,A2}. (6.116) 
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o(2) 

12 3 

12 3 3 

2 3 3 3 

3 3 3 3 



Z4 

12 3 
12 3 

2 3 1 

3 12 



Cuadro 6.6: Tablas de multiplicar para los semigrupos abelianos y Z4. 
La similitud entre ambos semigrupos es patente en estas tablas; los unicos 
productos diferentes son aquellos que ocupan el triangulo inferior derecho. 



Subespacios de (J5r 


Generadores 


So^Vo 


Jab — MJab 
^ab - M^ab 




Q = X.Qi^^P) 
Q' = X^Qi^^P) 




p/ _ \ p(osp) 




7/ _ \ yiosp) 
^abcde ~ '^'i^ abode 

p _ \ p(osp) 
-fa — 



Cuadro 6.7: Relacion entre los generadores de osp(32|l) y los del algebra 
obtenida como una subalgebra resonante de = Z4 (g) osp (32 11). 

Como Z4 no tiene un elemento cero, no es posible realizar un Os-forzamien- 
to; la subalgebra resonante constituye por lo tanto nuestro resultado final. 

La nueva superalgebra tiene dos generadores fermionicos Q y Q', al igual 
que la superalgebra de la secci6n [6.4.3[ A diferencia tanto de esta ultima como 
del algebra M, contamos ahora con 11 + {^^^ = 473 generadores bosonicos 
adicionales, y Z'^f^^^^. Reflejando fielmente la estructura de Z4, no hay 
ningun generador abeliano en el algebra, ni siquiera las antiguas cargas cen- 
trales tensoriales Zab J Z abode- 

El cuadro 16.71 muestra la relacion entre los generadores de esta nueva 
superalgebra y los de osp (32 11). Las relaciones de conmutacion, citadas mas 
adelante, pueden leerse a partir de la figura 16.51 

Detengamonos un momento en las relaciones de (anti) conmutacion. Para 
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Elementos del 
Semigrupo 

A 



X3 














Pa 






Q 




\ 


Jab 




P' 

a 








^2 



Subespacios 
del Algebra 



Figura 6.5: Una nueva superalgebra con A/" = 2 en d = 11 es obtenida 
direct anient e como una subalgebra resonante del algebra Z4-expandida = 

Z4(»05p(32|l). 



aligerar la notacion, estas seran escritas solo en forma esquematica. Su forma 
detallada puede recuperarse facilmente comparando con osp (32|1). 

Los anticonmutadores entre los generadores fermionicos son 



{Q,Q} ^ P + Z2 + Z^, (6.117) 
{Q',Q'}^P + Z2 + Z,, (6.118) 
{Q,Q'} ^ P' + J + Z'^. (6.119) 



Todos los generadores son tensores o spinores de Lorentz, por lo cual 
sus relaciones de conmutacion con Jah son las usualcs. Sin embargo, hay 
dos generadores que pueden interpretarse como boosts de AdS, los cuales no 
conmutan entre si: 



[P', P'] ~ J, 

[P, P']^Z2. 



(6.120) 
(6.121) 
(6.122) 
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Las 'cargas centrales' Zab, Z abode Y ^'ahcde Y^ abelianas: 

[Z2, Z2] ~ J, 
[Z2, Z5] ~ Z5, 
[Z2, Z5] ~ Z5, 

[Z5, Z5] ~ P' + J + Z^, 

[Z5, Z'^] ^P+Z2 + Z5, 

[Z'„ Z',] ^ P' + J + z',. 
Los conmutadores bosonicos/fermionicos tienen la forma 



[P: Q] ~ Q', 


(6.129) 




(6.130) 




(6.131) 


[P, Q'] ~ Q, 


(6.132) 




(6.133) 


[Z,,Q']r.Q, 


(6.134) 


[P',Q]r-Q, 


(6.135) 


[J,Q]r^Q, 


(6.136) 


[Z'„Q]r^Q, 


(6.137) 


[P', Q'] ~ Q', 


(6.138) 


[J, Q'] ~ Q', 


(6.139) 


[Z'„Q']r~.Q'. 


(6.140) 



La estructura ciclica de Z4 es facilmente reconocible en el patron de cstas 
relaciones de conmutacion. No habiendo generadores abelianos, el rol que 
cada uno de ellos cumple dentro del algebra es mas 'equilibrado' que en el 
caso del algebra M, donde, por ejemplo, los generadores de Lorentz tienen 
claramente un papel especial. Sin embargo, la simetria no es total, pues sigue 
siendo posible distinguir inequiVocamcntc a Jab dc Zab- Por otro lado, los roles 
de Pa J Pa, o de Z abode J ^ abodes completamente simetricos. 

Los tres ultimos ejemplos (el algebra M y las dos superalgebras exten- 
didas) muestran como, a partir de una misma algebra Q, diferentes algebras 
S'-expandidas son obtcnidas para distintas elecciones de semigrupo S y dis- 
tintas alternativas de particionamiento resonante. 
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6.5. Tensores Invariantes para algebras S-ex.- 
pandidas 

El problema de encontrar todos los tensores invariantes para un algebra de 
Li^ Q arbitraria permanece abierto hasta hoy. Este es no solo un importante 
problema matematico, sino tambien uno con relevancia fi'sica, porque un 
tensor invariante es un ingrediente clave en la construccion de lagrangeanos 
de CS o transgresiones (ver capftulos[2]y[3]). Dada un algebra, la eleccion de 
tensor invariante da forma a la teoria, fijando las clases de interacciones que 
ocurriran entre las distintas componentes de los campos independientes. 

Un procedimiento estandar para obtener un tensor invariante de rango 
r es usar la (super)traza del producto de r generadores en alguna repre- 
sentacion matricial del algebra. Sin embargo, este procedimiento tiene una 
limitacion importante para el caso de algebras O^-forzadas y, por este motivo, 
se vuelve importante considerar teoremas que provean de tensores invariantes 
para estas algebras. 

Teorema 6.11 Sea S un semigrupo abeliano finito con n-selector K^^,,,^^'^ , q 
una superdlgebra de Lie de base {T^}, y sea \Ta-^ ■ ■ ■ Ta„ \ un tensor invariante 
de rango n para q. Denotando por {T(A,a)} a los generadores del algebra S- 
expandida = S" ® g, se cumple que la expresion 

\T(A,,a,)---T(^An,an) \ = «7^ai...a„^ I^Ai " " " T4J , (6.141) 

donde son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para 
6. 



Demostracion. La condicion de invariancia de |T4^ ■ ■ ■T^„| bajo g puede 
escribirse en la forma 

n 

E<U=0, (6.142) 

p=i 

con 

X^^^ ^ /_]^\q(A))(q(Ai)+-+q(Ap_i)) ^ 

Aq ■ --An V / A(}Ap 

X |T4, ■ ■ ■ Ta^_^TbTa^^, ■ ■ ■ T4„ I , (6.143) 



^Para fijar ideas, en esta seccion nos referimos expHcitamente a super algebras; sin em- 
bargo, todos los resultados siguen siendo validos para el caso de algebras de Lie ordinarias. 
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donde q {A) denota el grado de Ta (1 para Fermi y para Bose). 

Definamos ahora el analogo de (I6.143P para el algebra S'-expandida 0, es 
decir, 

j^(p) _ /I \q(^o,oo){q(^i,ai)H \-q(Ap-i,ap-i)) 

{Ao,ao)---{A„,a„) v / 

^ ^{Ao,cxo){Ap,ap) |-t(Ai,Qi) ■ ■ ■ -t(Ap_i,ap_i) 

XT(B,/3)T(Ap+i,ap+i) ■ ■ ■ | , (6.144) 

donde \T(^Ai^ai) ■ ■ ■T{^A„,a,,)\ esta dado por (16. 141 p . 

Usando el hecho que q (A, a) = q {A) y reemplazando tanto (I6.14ip como 
las constantes de estructura (16. lip para en (I6.144p . encontramos 

Xj^ , ,= a^K^^ „ ^Xj^ , . (6.145) 

{Ao,ao)---{A„,an) i ao---an Ao---A„ \ ) 

De (16.1420 concluimos inmediatamente que 

n 

E^(?o,.o)-(A„,«„) = 0. (6.146) 
p=i 

Por lo tanto, |T(Ai,ai) ■ ■ ■ T^A^.a^) | = a^K^^...^^'^ \Ta^- ■ ■Ta^\ es un tensor 
invariante para 0. ■ 

Vale la pena notar que, en general, la expresion 

M 

|T(A„.,) ■ ■ • T(A„,„„) I = \Ta, ■■■Ta^ I , (6.147) 

r?i=0 

donde M es el numero de elementos de S" y a^^'"^'" son constantes arbitrarias, 
es tambien un tensor invariante para 0. Un ejemplo de (16.1471) es provisto por 
la supertraza. Una represent acion matricial para Ti^A,a) es inducida por una 
represent acion para Ta cuando usamos la expresion (16. 4p para los elementos 
de 5, T(^A,a) = {.^a)i^ Ta- En esta representacion, tenemos que 

STr (T(A„„,) ■ ■ ■ T(A„,„„)) = Str (T4, ■ ■ ■ T4J , (6.148) 

donde STr es la supertraza para T{^A,a) J Str la supertraza para Ta- La 
ec. (16.1481) corresponde al caso = 5^ de (I6.147p . con todos los demas 
a's iguales a cero. 
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Aunque la expresion f l6.147p puede parecer mas general que (16.14ip . este 
no es el caso. Recurriendo a la asociatividad y la clausura de la multiplicacion 
del semigrupo es siempre posible reducir (16.1471) a (16.1411) . la cual resulta 
entonces ser mas 'fundamental'. 

Dado un tensor invariante para un algebra, sus componentes valuadas 
sobre una subalgebra proporcionan un tensor invariante para la subalgebra 
(siempre que no se anulen identicamente). Esta simple observacion nos pro- 
vee de un tensor invariante para cada subalgebra resonante C5r. Dada una 
particion resonante de S, S = IJpe/ ^p^ ^ denotando la base del subespacio 
Vp por [Tap], las componentes de (I6.14ip valuadas en 0r estan dadas por 



■T, 



a^Ka 



PI ■ 



(6.149) 



con Aq, G Sp. Estas componentes forman un tensor invariante para la subalge- 
bra resonante (Sr = ^^gj Sp (S> Vp. Dado que S es cerrado bajo el produc- 
to (16.11) . para cada eleccion de a^j, . . . , siempre existe un valor de 7 tal 



que Kc 



1 y, por lo tanto, el tensor invariante (16.1491) es generica- 



mente distinto de cero (asumiendo 7^ 0). 

Habiendo obtenido tensores invariantes para las algebras S-expandidas y 
para sus subalgebras resonantes, pasamos a considerar el problema de en- 
contrar un tensor invariante para algebras obtenidas como el O^-forzamiento 
de un algebra S-expandida (o de su subalgebra resonante). Por supuesto, el 
problema radica en que un algebra Os'-forzada no corresponde a una subalge- 
bra, de modo que las componentes correspondientes de (I6.14ip o (16.1491) no 
proporcionan un tensor invariante valido. Una solucion se ofrece por medio 
del siguiente teorema, el cual entrega una expresion general para un tensor 
invariante de un algebra O^-forzada. 

Teorema 6.12 Sea S un semigrupo abeliano finito con elementos no nulos 
Xi,i = 0,...,N, y un elemento cero Xn+i = ^s- Sea q una superdlgebra 
de Lie con base {Ta\ y sea \Ta^ ■■■Ta„\ un tensor invariante para g. La 



, \-'-A^ 



(6.150) 



expresion 

donde aj son constantes arbitrarias, corresponde a un tensor invariante para 
el algebra Os-forzada obtenida a partir del algebra S-expandida = S ® q. 



Demostracion. La demostracion de este teorema sigue las mismas Imeas 
que la del teorema 16.111 
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Definamos el analogo de (16.1431) para el 05-forzamiento del algebra 5"- 
expandida (S, es decir, 

viP) _ /I ^,q(Ao,«o)(q(Ai,ii)+---+q(Ap_i,jp_i)) 

^ ^{Ao,iQ){Ap,ip) ■ ■ ■ -l(Ap_i,ip_i) 

^^{Bj)^(^P+l,V+l) ■ ■ '^(^n.in)! • (6.151) 

donde |T(^i,ji) ■ ■ ■T(A„,i„) \ esta dado por (16.1501) . 

Usando el hecho que q (A, a) = q {A) y reemplazando tanto (I6.150p como 
las constantes de estructura (16.241) para el Os.forzamiento de & en (16.1511) . 
encontramos 

^{Ao,io)-{A^,i„) = "fc-^wp''-^n---jp-iiv+i-in ^a]-A„- (6.152) 

El producto K' • ^ K- ■ ■ ^ puede ser reescrito en la forma 

K- ■ ^ =K ■'^K- ■ . ^+ 

- K ^^^K ^ 

tfitp ii---jp_i(Af+l)jp+i---i„ 

= K. -K. ■ ^^^K ^ 

«0---»n *0«p i\---ip-\{N+l)ip+-l---in 

Notando aliora que K- ■ fM^^\i = 0, encontramos 

T- ii---jp_i(JV + l)ip+i---i„ ' 

^ioip ^ii---ip~ijip+i---in ~ ^io---in ' (6.153) 

Reemplazando (I6.153P en (I6.152p hallamos 

^S,.o)-(A„.„) = «^^.o.-.„'<^.-A„, (6.154) 
de donde concluimos inmediatamente que 

n 

p=i 

Por lo tanto, |T(Ai,ii) ■ ■ ■ T(A„,i„) | = ajK^^,„^J \Ta^ ■ ■ ■ Ta„ \ es un tensor inva- 
riante para el algebra O^-forzada obtenida de C5. ■ 
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El teorema 16.121 tambien es valido para el algebra Os-forzada de una 
subalgebra resonante 0r. La demostracion es analoga a la que hemos pre- 
sentado. En consecuencia, 



T 



^^K,..-HJK.---TaJ, (6.156) 



con Aj ^ Sp, es un tensor invariante para el algebra O^-forzada de una 
subalgebra resonante 0r = X^pg/ Sp<^Vp. 

La utilidad del teorema [6.12l proviene del hecho que, en general, la (siiper)- 
traza en la represent acion adjunta de un algebra Os'-forzada tiene un numero 
menor de componentes no nulas que fl6.150p . 

En efecto, usando la represent acion adjunta dada por las constantes de 
estructura fl6.24p . encontramos 

STr (T(^,,) . . .T(^„,„)) =K^,^K^,,J^ ■ ■■K^^_^,J"^ 

xK^^J^StT{TA,...TAj. (6.157) 

Como 



K = K '^'^K ■ ■ ■ K K -'^ 

jlil---in jlh 72*2 7n-l*n-l 7n«n 

la ec. (16.1571) resulta ser equivalente a 

STr (T(^,,o ■ ■ ■T(^„,„)) = K^,,,...J' Str (T4, ■ ■ ■ J . (6.159) 

En general, esta expresion tiene menos componentes que (I6.150p . Para 
visualizar esto es conveniente considerar el caso cuando el semigrupo S con- 
tiene un elemento identidad Aq = e, y cada A, aparece solo una vez en cada 
fila y en cada columna de la tabla de multiplicacion del grupo (i.e. para todo 
Aj, Xj ^ e, tenemos XiXj ^ Xij XiXj ^ Xj). En este caso, K-^^^,„^J^ = 
y las unicas componentes no nulas de la supertraza son 

STr (T(^,,,) ■ ■ ■T(^„,„)) = i^,,...,„°Str (T^, • ■ -T^J , (6.160) 

lo cual corresponde a la eleccion aj = 5° en fl6.150p . Todos los otros aj ban 
sido fijados iguales a cero. 

El semigrupo S = S^^'' usado para reproducir las expansiones de MC de 
la Ref. |25j cumple con las condiciones seiialadas en el parrafo anterior. En 
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este caso, K-_^,,,-^^ = 5^^_^^..._^_^^^ y, por lo tanto, la linica componente no nula de 
la supertraza es 

STr (T(^,,o) ■ ■ ■T(A„,o)) = Str ■ ■ -T^J . (6.161) 

La superioridad del tensor invariante fl6.150p con respecto a la (super)tra- 
za es ahora evidente; en el caso (5 = 5'^^'' ® g, la (siiper)traza proporciona 
solo una repeticion trivial del tensor invariante para q, y solo una parte de 
ella en el caso de una subalgebra resonante. 

En el capftulo [7] usaremos los teoremas de esta seccion para escribir una 
accion transgresora en = 11 para el algebra M, obtenida como el O5- 
forzamiento del algebra S'p, -expandida (25 = S'g ® osp (32 11). 



Capitulo 7 



Teoria de Gauge para el 
algebra M en = 11 



En este capitulo convergen los dos cauces principales descritos en el trans- 
curso de la Tesis; las formas de transgresion y la S'-expansion de algebras de 



Las formas de transgresion proveen de un marco general para una teoria 
de gauge con un lagrangeano completamente invariante. Conocemos las ecua- 
ciones de movimiento, las condiciones de borde, las cargas conservadas y he- 
mos introducido ademas un metodo de separacion en subespacios que ayuda 
a interpretar fi'sicamente el lagrangeano. 

El metodo de S'-expansion de algebras de Lie, y en particular los teoremas 
demostrados en la seccion 16. 5^ provee de un tensor invariante para un algebra 
S'-expandida, completando asi la corta lista de elementos que definen una 
teoria de gauge transgresora. 

En las secciones siguientes presentamos una teoria de gauge para el alge- 
bra M (a menudo denotada sencillamente por DJl) end = 11 cuyo lagrangeano 
es una forma de transgresion. El tensor invariante utilizado proviene de con- 
siderar DJl como una S-expansion del algebra ortosimplectica osp (32|1) (ver 
seccion I6.4.2p . 



Lie. 



Este capitulo esta basado en la Ref. 
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7.1. El Algebra M 

El algebra M [70] es la extension maximal en d = 11 del algebra de super 
Poincare en d = 4, 

{Q,Q}=2rPa. (7.1) 
El anticonmutador entre generadores fermionicos en OJl tiene la forma 

{Q,Q} = l (r'^Pa - ^T'^'Zab + ^T'^'^'^Zabcde^ , (7.2) 

donde Pa son traslaciones y Zat J Z abode son cargas centrales. Estas 'cargas 
centrales' son en realidad tensores de Lorentz, como muestran las relaciones 
de conmutacion 

[J"', Zod] = CiZ'^f. (7.3) 
[r\Z^,...^,]=^5f:-/-^Z'^^...^^. (7.4) 

El calificativo de 'maximal' dado a 971 se justifica mediante el siguiente 
argumento. Un spinor de Dirac en c? = 11 tiene 32 componentes. El anticon- 
mutador entre dos generadores fermionicos tiene la form£0 {Qa; Q/?} = 2Pq,/3, 
donde Pap es una matriz simetrica de 32 x 32. Esto significa que puede ser 
expandida en la base de las matrices de Dirac (ver Apendice ID. 30 , usando 
solo aquellas que son simetricas: r^, Tab J ^atcde- La expansion de Pa/3 es 
precisamente lo que se muestra en el lado derecho de la ec. (17. 2p . Las compo- 
nentes de Pa/s deben ser tensores de Lorentz por consistencia, pero aparte de 
esto deben ser abelianos para reproducir el comportamiento de Pa en d = 4. 

La lista completa con todas las relaciones de (anti) conmutacion del alge- 
bra M aparece en el cuadroE^H (pag- 155]) . 

Con 583 generadores bosonicos (11 traslaciones Pa, 55 rotaciones de Lo- 
rentz Jab, 55 componentes de la carga central Zab J 462 de la carga cen- 
tral Zabcde), el algebra M puede ser considerada como una expansion del 
algebra ortosimplectica osp(32|l), que posee solo 528 (ver capitulo [6] y las 
Refs. [251 US]). 

Esta relacion entre algebras es esencial para escribir un lagrangeano, pues 
nos permite extraer un tensor invariante para DJl a partir de un tensor inva- 
riante para osp (32|1). 



^El factor de 2 es puramente convencional. 



7.2. EL TENSOR INVARIANTE 
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7.2. El Tensor Invariante 

7.2.1. Relacion entre tensores invariantes para dos al- 
gebras 

Como se explica en detalle en la seccion 16.4.21 el algebra M corresponde 
a una 5*^^ -expansion de osp (32|1), donde S'^' es el semigrupo de elementos 
= {Ao, Ai, A2, A3}, con el producto (ver def. 16. 7p 

\ \ _ / ^a+i3, cuando a + /3 < 2 , . 

A3, cuandoa + /3>3 " ^^'^^ 

La relacion entre los generadores de ambas algebras esta dada en el cua- 
drolQfpag.lSTjl. 

De acuerdo al Teorema 16 .121 (ver seccion [6751 pag. lOTIl . un tensor simetriccH 
invariante para 971 es encontrado en la expresion 

<T(A„.o ■ ■ •T(A„,„)> = cyjK^,...J {Ta, ■ --Ta^) , (7.6) 

donde aj, j = 0,1,2, son constantes arbitrarias y K^^„,^J es el n-selector 
para el semigrupo S = S-^ . Este n-selector tiene la forma 

= ^l^-M.^ (7-7) 

donde 5'^ es la delta de Kronecker. Reemplazando el n-selector (17. 7p en (17.61) . 
encontramos que las linicas componentes no nulas del tensor invariante para 
el algebra M son 



{Jaibi ■ ■ ■ Jaebe)M ~ ^0 (Jaibi 
{Jaibi ■ ■ ■ Jasb^Pc)}^ = Oi2 {Jaibi 
{Jaibi ■ ■ ■ Ja^b^^cdjlA ~ '^2 {Jaibi ' ' 

{QJaibi ■ ■ ■ Ja4,biQ)y^ = «2 {QJa^bi 



CL&ba) osp 1 (7-8) 

•^ffl5b5-^c)osp ) (7-9) 

J a^br, Jed) osp-: (7-10) 

Ja^bi^ci-c^) osp-: (7-11) 

■■J^^^^Q)os.^ (7-12) 



^El Teorema 16. 121 proporciona un tensor invariante general, no necesariamente simetri- 
00. Si el tensor invariante del algebra original es ademas simetrico, entonces tambien lo 
sera el del algebra S-expandida (o el de su Os-forzamiento) . Esto es una consecuencia 
directa de la abelianidad del semigrupo S. 
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donde ao y 02 son constantes arbitrarias. 

Es interesante notar que este tensor invariante, aiin teniendo mas com- 
ponentes no nulas que la supertraza [la cual consistiria solo de (17.81) . ver 
seccion [675] . es sin embargo muclio mas pequeno que aquel para osp (32|1). 
Estas es una caracten'stica comiin de las algebras 05-forzadas, y ejerce una 
profunda influencia en la dinamica producida por la teoria, como veremos en 
la seccion 17.41 



7.2.2. Tensor Invariante para osp(32|l) 

Para obtener un tensor invariante para el algebra M es necesario partir 
reconsiderando osp (32|1). 

El supergrupo OSp (32|1) es definido como aquel que deja invariante una 
metrica de la forma 

1 



G 



(7.13) 



con a,P = 1,...,32 y CjSa = —Cap- El subgrupo que deja invariante la 
metrica antisimetrica Cap es Sp(32). El algebra 5p (32) consiste de todas 
las matrices simetricas de 32 x 32, y su rango es | x 32 x 33 = 528. Una 
base para 5p (32) es provista por las matrices de Dirac Fq, Tab J ^abcde en 
d = 11] todas ellas son simetricas (cuando se les baja un indice con Cap] ver 
cuadro \DA\ en el Apendice ID.2|) . linealmente independientes, y su numero 
total es el correcto: 

" + ( 2 ) + ( 5 ) = ™- 

Una representacion en terminos de supermatrices para la superalgebra 
05p(32|l) es 



Pa 
Jab 

^abcde 
















^70 





1 (XabTf3 



2 (Tabcde) ^ 





(7.15) 
(7.16) 
(7.17) 
(7.18) 
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La supertraza supersimetrizada del producto de seis de estas superma- 
trices proporciona un tensor simetrico invariante de rango apropiado para la 
construccion de una accion transgresora en = 11. 

Para facilitar la supersimetrizacion es conveniente 'amarrar' los genera- 
dores del algebra a parametros apropiados, i.e. niimeros reales (conmutantes) 
en el caso de los generadores bosonicos y numeros de Grassmann (anticonmu- 
tantes) en el caso de los generadores fermionicos. Este sencillo truco reduce 
el problema de la supersimetrizacion al de una simetrizacion ordinaria. 

Sean Ai, . . . ,Aq seis supermatrices de la forma 



A 



A. 



(7.19) 



Denotaremos por {Ai ■ ■ ■ Aq\ el producto completamente simetrizado de es- 
tas seis supermatrices. Este producto puede calcularse usando la formula 
iterativa 

{Al} = Al, (7.20) 
{^•••AJ = -^Ap|A---4-- (7.21) 

donde la notacion Ap indica que la matriz Ap debe ser omitida. 

La supertraza supersimetrizada {Ai ■ ■ ■ Aq) corresponde entonces a la su- 
pertraza del producto completamente simetrizado {Ai ■ ■ ■ A^}: 

(A---A6) = STr{Ai---A}. (7.22) 

Cuando las seis matrices Ai, . . . ,Aq son bosonicas, la supertraza se reduce 
trivialmente a la trazel^ 

(Ai---A) = Tr{A---A6}. (7.23) 

En este caso, la propiedad ciclica de la traza puede ser usada para simplificar 
ligeramente esta expresion: 

(/li---A6) = Tr({Ai---A5}A6). (7.24) 



■^Nos referimos aqui, por supuesto, a la traza del bloque superior izquierdo de la super- 
matriz. La notacion es un tanto inexacta, pero confiamos en que no produce confusion. 
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Cuando dos de las matrices son fermionicas, A^ = x = XaQ", ^6 = 
C = CaQ"", entonces es posible demostrar [usando fl7.2ip ] que la supertraza 
supersimetrizada puede calcularse a partir de la expresion 

{xCA,---A,) = -h{Ai---A,}C. (7.25) 

5 

Los dos casos considerados cubren todas las posibilidades que necesitamos 
de acuerdo a las ecs. fl7.8p - fl7.12p . De estas ecuaciones resulta tambien claro 
que es necesario calcular el producto simetrizado de hasta cinco matrices 
bosonicas de la forma A = A'^'^Tab- 

Ocupando la ec. fl7.2ip y la formula f ]D.28p para el producto de matrices 
de Dirac contraidas con tensores arbitrarios es posible calcular los siguientes 
productos simetrizados (con Ak = AfT 



ab 



{A1A2} = 2 Tr (A1A2) 1 + AiA^Ti^] , (7.26) 
= iA^AJ) Ak-^ [AAjAk]] Tp] + AiAaAsF^e], (7.27) 

/,„1.\ N / 



(ijk) 



{A,--- A,} = 5^ Tr (AA,) Tr (A^Ai) - ^ Tr {AA,AkAi)\ 1+ 

+ 5^ Q Tr [MA,) AuAi - ^Ai [AjA^AiU r[4] + 

+ (Ai---A4)r[8], (7.28) 

/I 2 
{Ai ■ ■ ■ A5} = Y ( 2 '^^ ^^^^j) '^^ ^^^^"^ - 3 Tr {AiA.AkAi) A^+ 

{ijklm) 

4 32 \ 

-- Tr {AiAj) [AkAiA„,] + — [AiAjAkAiAm] 1 r[2] + 

+ Y Tr {AiA,) AkAiArn - '^AAj [AkAiA^U T[q] + 

(ijklm) 

+ (Ai---A5)r[io]. (7.29) 
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Para simplificar la escritura de las ecs. f l7.26p -( l?.29p hemos omitido todos 
los indices de Lorentz, los cuales estan contraidos en orden canonico (i.e. 
AiAiT\d] = A'^'^ A'^'^T abed) , y hemos introducido las abreviaciones 



c„-ib 



^j^ [4] 

(7.30) 
(7.31) 

El sfmbolo (ii ■ ■ ■ in) usado en las sumatorias indica que debe sumarse sobre 
zi, . . . , z„ = 1, . . . , n, con la restriccion de que todos los ik sean distintos. Esto 
representa una manera sencilla de implementar la simetrizacion en ii ■ ■ - in. 

Usando los productos simetrizados fl7.26l) - fl7.29l) y las propiedades de las 
matrices de Dirac en d = 11 (ver Apendice [D]) uno obtiene las siguientes 
componentes del tensor invariante para la superalgebra osp (32|1): 

{j'P)o.p = ■ ■ ■ Lr''Bt^\ (7.32) 



J') =- y 



■ Tr {Li^Li^) Tr {Li^Li^ ) Tr {Li^Li^) + 



16 



Tr (^Li^Li^Li^Li^ Tr (Li^Li^) + — Tr (^Li-^Li^Li^Li^Li^Li^) 



(7.33) 



(•^^'^)osp ~Q^'^i-«ii 



5 

4"" 



^i2 ^iz ^5 



«8 j^bcagaioaii 



+ 



+ ^LT'LT'L'ir'Bf'-''^' Tr (L^.L.J + 



{QJ'Q) 



osp 



fin 



(7.34) 



1 
240 



(ii---i4> 



— 21/°^"^ [Li,^Li.^Li^ (xra^...a4C) + 

3 

+ - Tr {U,U,) Tr (^,3^,,) xC " Tr {U,L )xC 



, (7.35) 
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donde, para hacer mas llevadera la vida, hemos introducido las abreviaciones 



\ / osp 


_ jji\b\ 


r asfe / J J p \ 


(J') 

\ / osp 


_ jji.\hx _ 


■ ■ K'^aibi ■ ■ ■ '^aebs/oBp ' 


(J'Z) 

\ 1 osp 


_ JJ^^\ . 


rfisfes RC1-- C5 / T 7,7 \ 


(Q-^'Q>osp 




■ ■ -^r^^XoC^ {Q^Jaibi ■ ■ ■ Ja4b4Ql3)g^j, ■ 



(7.36) 
(7.37) 
(7.38) 
(7.39) 



Aqm son tensores de Lorentz antisimetricos en ab, en tanto que x J C 
son spinores de Majorana. 

7.2.3. Tensor Invariante para el algebra M 



A partir de las componentes fl7.36l) - fl7.39l) del tensor invariante para 
osp (32 1 1) resulta directo escribir las componentes no nulas del tensor inva- 
riante inducido para el algebra M. Recurriendo a fl7.8l) - fl7.12l) . encontramos 



{h--ia) 



Tr {Li^Li^) Tr (Li^L^) Tr {Li^Li^) + 



16 



Tr [Li-^^Li^Li^Li^) Tr (^Li^Li^) + — Tr {^Li^Li^Li^Li^Li^Li^^ 



1 



' t5 p\ _ „, c- raia2 ragaiooaj 

v-* ^/m ~ 2 ^ ■■■-^5 -^1 



(7.40) 
(7.41) 



(n---«5) 



Tr (Li-^Li^) Tr {Li^Li^ )Tr(L,,52) + 



- - Tr {Li^Li^) Tr {Li^Li^Li^^B2) + 

- ^ Tr (Li^Li^Li^LiJ Tr {Li,^B2) + 
32 

+~ Tr \Li^Li^Li^Li^Li^B2) 



(7.42) 
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M 



ofecagaioaii , 



ftcagaioaii _|_ 



r aia2 ra3a4 rr r j nasas paT'-ai 



(7.43) 



{QJ'Q) 



M 



0:2 

240 

^2 



raia2 r aras ( ^,rabc/-\ , 



^ 60 5Z 



10304 / - 



(xrai-a4C) + 



+ - Tr {Li^Li^) Tr {Li.^Li^) xC - Tr (L^^ 

)xC 

donde las abreviaciones correspondientes son ahora 



(•'''>M 


— Ll^^^ ■ 


. . T "s^'e / T , . . . T , \ 
-t^6 K'^aibi '^aebe/M ' 




Jjiibi 


T asbr, Tjc j J T P \ 
' ' -^5 -"1 X'^aibi ■ ■ ■ '^asbs-l^c/M ' 




J^aibi 


r fish's Dcd / T 7 7 \ 




jjilbi 


7-01565 T5C1-- C5 / T 7 7 \ 
■■-^5 -°5 ■ ■ ■ «^a565-^ci---C5/M 5 




J^aibi 


■ ■ Ll'^^^XaC'^ {Q°'Jaibi ■ ■ ■ Ja4biQf3)j^ ■ 



(7.44) 



(7.45) 
(7.46) 
(7.47) 
(7.48) 
(7.49) 

En la seccion 17.31 construimos una accion transgresora para el algebra M 
usando el tensor invariante fl7.40l) - fl7.44l) . 



7.2.4. Relajando Constantes de Acoplamiento 

El tensor invariante para el algebra M expuesto en las ecs. fl7.40p - fl7.44p 
fue calculado a partir de la supertraza supersimetrizada del producto de 
seis generadores de osp(32|l). En particular, liemos utilizado matrices de 
Dirac en 0? = 11 para representar el sector bosonico, de manera que las 
componentes puramente bosonicas del tensor invariante corresponden a su 
traza simetrizada. 

Es posible obtener nuevos tensores invariantes considerando productos 
simetrizados de trazas, como en la expresion (F^) Para barrer todas 
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las posibilidades uno debe considerar las particiones de seis (que es el orden 
deseado para el tensor invariante). Un analisis sencillo muestra que, aparte 
de la particion 6 = 6 ya considerada, los linicos otros casos que liacen una 
contribucion no nula son 6 = 4 + 2y6 = 2 + 2 + 2. De este modo, nos vemos 
conminados a considerar la combinacion lineal 

(■ ■ ■ )m = (■ ■ ■ )6=6 + -^4+2 (■ ■ ■ )6=4+2 + ^2+2+2 {■ " " )6=2+2+2 ' (7.50) 

donde /34+2 y P2+2+2 son nuevas constantes arbitrarias (el coeficiente en frente 
de (■ ■ ■ )g=g puede ser normalizado a 1 sin perdida de generalidad) . 

El sorprendente resultado de realizar este ejercicio es que ningun termino 
nuevo aparece en el tensor invariante; en vez de eso, la estructura rigida en- 
contrada en fl7.40l) - fl7.44l) se ve relajada a otra que toma en cuenta las nuevas 
constantes de acoplamiento ^4^+2 J ^2+2+2- Manipulando estas constantes uno 
encuentra que hay distintos sectores que son por si mismos invariantes bajo 
SOT, de modo que es perfectamente razonable asociarlos con acoplamientos 
diferentes. 

El nuevo tensor invariante tiene la forma 



(•^^)m =3^0 Tr (Li^Li J Tr (Li^^Li^) Tr (L^^LiJ + 



(h—ie) 



— K15 Tr {Li^Li^Li^Li^) Tr {Li^Li^) + — Tr (Li-^Li^Li^Li^^Li^L. 



(7.51) 



19110 Dill 

'5 -^1 ; 



(7.52) 



(j^Z2>;^=a2 Yl ^75Tr(L,,L,jTr(L,3L,jTr(L,,i?2) + 



(il---«5> 




(7.53) 
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T aio.2 T avas ( T 



Tjhca^a-iQa-ix . 
is J be -^5 + 



as R 



7-01027-03041-7- 7- 7- 10506 r)aT--ai 



(7.54) 



■10304 



- 2Ltr [uMsur' (xro,..o4C) + 
3 

4 

-ftsTr (LijLj^LigLiJxC), (7-55) 



+ - (579 - 4) Tr Tr {L,,^U,) xC+ 



donde hemos utilizado las mismas abreviaciones que en la seccion 17.2.31 
[cf. ecs. (I735D-(I7a9D]. 

Las constantes y 7„ que aparecen en fl7.51l) - fl7.55l) no constituyen, 
como pudiera parecer a simple vista, una secuencia infinita de constantes de 
acoplamiento arbitrarias, sino que pueden ser expresadas en terminos de 
y /32+2+2 (que si son constantes de acoplamiento arbitrarias) en la formacl 

fi:„ = l + -/34+2Tr(l), (7.56) 
n 

7n = «:n+^/?2+2+2[Tr(l)]^ (7.57) 

15 

Las relaciones inversas son 

/54+2 = («:„ - 1) , (7.58) 

15 

P2+2+2 = ,^,.2 (7n - f^n) ■ (7.59) 

[Tr(l)] 



*Aqm 1 denota la matriz identidad de 32 x 32, de donde Tr (1) = 32. 
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Una manera equivalente de plantear el problema es olvidar las const antes 
de acoplamiento originales /?4+2 y P2+2+2 J exigir que las nuevas constantes 
K-n y In satisfagan las relaciones 

= 1 + - - 1) , (7.60) 

m 

7m = 7n + f- - 1) (/tn - 1) • (7.61) 

En este enfoque, uno puede fijar el valor de una constante de la familia k y 
una constante de la familia 7; el valor de todas las demas queda uniVocamente 
determinado a partir de fl7.60p - fl7.61l) . 

Vale la pena notar tambien que 

/?4+2 = ^ K„ = l, (7.62) 

P2+2+2 = ^ Jn = l^n- (7.63) 

El efecto de este nuevo tensor invariante en la teoria de gauge para OJl 
que describimos en este capftulo concierne la forma especi'fica de ciertos ten- 
sores usados para escribir el lagrangeano y las ecuaciones de movimiento 
[cf. ecs. fl7.121l) - fl7.124|) y fl7.144l) - fl7.148p ]. La estructura general de la teon'a 
no es modificada. 



7.3. La Accion 

El lagrangeano invariante de gauge que utilizamos corresponde a una 
forma de transgresion para las conexiones (valuadas en 9Jl) A j A, 



A = uj + e + b2 + h + il^, 
A = cl> + e + 82 + bs + X. 



(7.64) 
(7.65) 
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Cada termino en los que han sido descompuestas A y A hace referenda a 
un subespacio distinto de En concrete, 



^ ab T 

a; = -cj Jab, 


(7.66) 


e = je'^Pa, 


(7.67) 


&2 = -^V^Zab, 


(7.68) 


V, ^ rabcde ry 

05 — ^05 ^abcde. 


(7.69) 




(7.70) 



y de modo similar para A. Como es usual, identificamos e'* y uj"-^ con el viel- 
bein y la conexion de spin en una formulacion de primer orden de gravedad. 
Los campos bosonicos h/^ y h'^'^'^'^ son requeridos por el algebra, y no tienen 
analogo en d = 4. Por ultimo, if) es un spinor de Majorana de 32 componen- 
tes. Es importante recalcar que todos estos campos son componentes de una 
conexion de gauge valuada en OH. Las transformaciones de gauge para estos 
campos son deducidas de la ley general para una conexion, ec. (12.91) . 
La curvatura F = dA + asociada a A tiene la forma 

F = R + FP + F2 + F5 + D^V, (7.71) 

donde, al igual que con A, cada termino hace referenda a un subespacio 
distinto: 

R = ^R'^'Jab, (7.72) 



Fp = Qt'^ + ^i^^y^ Pa, (7.73) 
F2 = l (^0^6°" - ^^PV^'A Zab, (7.74) 



= I (bJ"' --' + ^^r'^^-'^^^j Za,...a„ (7.75) 

= D.V^Q. (7.76) 
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La derivada covariante de Lorentz de un spinor tiene la forma usual, 

B^ij = dt/j + ^uo'^'Tabi^, (7.77) 
B^^ = d^- ^oo'^'ijTai,. (7.78) 

7.3.1. Simetrias 

La accion transgresora es invariante bajo las transformaciones de gauge 
infinitesimales [cf. ecs. f l3.16l) - p.l7l) ] 

6„A = -DA, (7.79) 

= -DA, (7.80) 

donde 

A = -X"'^Jab + ^'^"-^a + 2^"'^^^'' ~'~ '^^^'^'^^'^^^ abode + (7-81) 

es una 0-forma valuada en Tl. 

En esta seccion escribimos explicitamente la variacion de cada una de las 
componentes de la conexion f l7.64p bajo transformaciones de gauge generadas 
por los distintos elementos del algebra M. 

■ Traslaciones: A = (1/^) ^"-Pa, 



- Z2: A = (1/2) K-'^Zab, 





(7.82) 


6bt = 0, 


(7.83) 


gf^abcde ^ 


(7.84) 


6uj''^ = 0, 


(7.85) 


5V = 0. 


(7.86) 


(5e'* = 0, 


(7.87) 




(7.88) 


^^abcde ^ g^ 


(7.89) 


Su"'' = 0, 


(7.90) 


Sip = 0. 


(7.91) 
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Z5: A — (1/5!) k"-''^'^'^Z abode, 





= 0, 




= 0, 


^^abcde 






= 0, 


dip 


= 0. 



abode 



Rotaciones de Lorent^: A = (1/2) X^'Jab-, 



Supersimetria: \ = sQ, 



(7.92) 
(7.93) 
(7.94) 
(7.95) 
(7.96) 



de" = \\e\ (7.97) 

5hf = -2\^\hf, (7.98) 

^^abode ^ ^X^- ^l^^-Mf ^ (7 99) 

5oj"' = -D^A'^^ (7.100) 

S^p = ^X'^'Tab^. (7.101) 



56"" = -er>, (7.102) 
8 

Sbf = -^erV, (7.103) 
8 

^^abode ^ l^pabcde^^ (7.104) 

8 

Scu"'' = 0, (7.105) 

Sip = -B^e. (7.106) 

En su simplicidad, estas leyes de transformacion muestran de manera 

transparente el rol de las distintas componentes de A. Todos los campos son 

campos de gauge y tensores (o spinores) de Lorentz. Las transformaciones 

de supersimetria actiian del modo usual sobre e", y bf"^'^'^, en tanto que 
dejan invariante la conexion de spin cj"''. 



5 



La ley de transformacion general para un tensor completamente antisimetrico de p 

0.2 
'P 



indices es Sb;'"'''' - {-if+^pX^"' fe''^ -"-!^ 
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Debe destacarse que la accion es completamente invariante bajo estas 
transformaciones, sin que sea necesario recurrir a campos auxiliares. El alge- 
bra satisfeclia por estas transformaciones es, por construccion, el algebra M, 
la cual se cierra sin necesidad de usar las ecuaciones de movimiento. Estas 
caracteristicas son consecuencia directa de la eleccion del lagrangeano como 
una forma de transgresion. 

7.3.2. El Lagrangeano 

El lagrangeano invariante para dJt puede escribirse comd^ 

L&'HA,A) = Qfl^, (7.107) 

donde Q^^^ es una forma de transgresion. Para obtener una version mas 
explfcita de este lagrangeano usamos el metodo de separacion en subespacios 
desarrollado en el capi'tulo HI Como primer paso, introducimos la conexion 
intermedia A = u}. Esto nos permite separar el lagrangeano fl7.107p en la 
forma 

Ll;» (A, A) = + SSi^ + dS™,_^. (7,108) 

La transgresion Q^aJ-w Puede ser separada a su vez a traves de la conexion 
intermedia A = lo: 

QT. = Q'aL + Q^. + dQ^^.. (7.109) 

Estas dos iteraciones del metodo nos conducen a la siguiente expresion para 
el lagrangeano: 

L^'' {A, A) = - QS2. + Q^. + dSr\ (7.110) 



con 

Br = s!i2„-. + s!;^_^. (7.111) 

Los dos primeros terminos en (17.1101) tienen exactamente la misma for- 
ma (con los reemplazos evidentes), de modo que basta con concentrarse en 
analizar uno de ellos. Mas adelante mostraremos que el tercer termino carece 



^La constante adimensional k usualmente escrita frente a una forma de transgresion 
cuando ella es utilizada como lagrangeano [ver, e.g., ec. (I3.13p ] ha sido absorbida aqui en 
las constantes ao y a2 del tensor invariante (|7.40p - l|7.44p . 
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de relacion con los dos primeros; en particular, es posible anularlo sin afec- 
tar al resto. El termino de borde (17.1111) puede ser escrito de manera mas 
explfcita volviendo a la ec. (14.531) y sustituyendo las conexiones y las cur- 
vaturas correspondientes. El resultado, sin embargo, no es particularmente 
inspirador y, dado que su forma explfcita no es necesaria para escribir las 
condiciones de borde, no nos ocuparemos mas de el. 

Examinemos ahora la transgresion Q^^^^- El metodo de separacion en 
subespacios introducido en el capftuloHlpuede volver a ser usado para obtener 
una expresion cerrada para ella. Con este objetivo introducimos el siguiente 
conjunto de conexiones intermedias: 

Ao = cv, (7.112) 

Ai = uj + e, (7.113) 

A2 = uj + e + b2, (7.114) 

A3 = u; + 6 + 62 + 65, (7.115) 

A4 = 0^ + 6 + 62 + 65 + -0. (7.116) 

La identidad triangular (14.521) nos permite separar la transgresion Q^^Lao 
de acuerdo al patron 

SXU, = Q^U + Si'U, + dS^ (7.118) 

si'U. = si'U. + sSU, + ds;i:i,._,, (7.119) 



Evaluando expli'citamente cada uno de los terminos en (I7.117l) - (l7.119p 
uno encuentra el lagrangeano 



o(^^) - 6 



(7.120) 



Los tres terminos de borde presentes en (I7.117l) - (l7.119p se anulan identi- 
camente; esto es una consecuencia de la forma particular del tensor invariante 
escogido [cf. ecs. fra- fTmi) ]. 

Los tensores Ha, Hat, Hatcde y que aparecen en (I7.117I) - (I7.119I) estan 
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definidos mediante las expresiones 

Ha = (R^Pa)^ , 



Hab 

Habcde — \ *^ " aocae / ^ 



^R? Zabcde)j 



M 



(7.121) 
(7.122) 
(7.123) 
(7.124) 



donde R = {\ / 2) R"-'^ J ab es la curvatura de Lorentz. Versiones explicitas 
de fl7.121l) -( l7.124l) pueden ser obtenidas sin demasiada dificultad recurriendo 
al tensor invariante fl7.8p -( |7!T2l) . Efectuando los reemplazos correspondientes, 
encontramos 



Hab ="2 



R — -^R R ] Rab + 5-R Rab — ^Rab 



H 



abode 



n 



ao 

16 



>(2) 



-R'R^'^ 



abode ~^ abodefg 



40 1 V 4 



1 



QQ^abo^ + 



3 ^ ^ 



3N a6 



-tt J- abod 



Aqui hemos usado las abreviacione^ 



R"" = 



£12 



J^ar 



TDTl 

^ab 



— 1 



RaoiR ^C2' ' ' R bi 



(7.125) 
(7.126) 

(7.127) 
(7.128) 



(7.129) 
(7.130) 

(7.131) 



En la seccion 17.41 comentamos acerca de la dinamica producida por este 
lagrangeano; por ahora, notamos que en el no aparece ninguna derivada de 
6°", bf' 6 hf"^'^^. Esto es una consecuencia del tensor invariante utilizado (y, a 
la vez, del 05-forzamiento), el cual no contiene componentes no nulas de la 
forma {J^PZ2), etc. 



^La antisimetria de R""^ implica que la traza del producto de un niimero impar de 
curvaturas de Lorentz se anula: = 0. 
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La ultima contribucion al lagrangeano (17.1101) proviene del termino 'es- 
pecular' Q^^^Ha,. Recurriendo a la definicion de forma de transgresion y a la 
forma del tensor invariante para DJl, resulta directo escribir la expresion 

QL'^<i, = 3 / dte^'Labit), (7.132) 

donde 







Lab{t) = {RUab)^, (7.133) 

Rt = ^RfJab, (7.134) 

Rf = R'^^ + tD^r'' + (7.135) 

Una version explicita de Lab (t), obtenida sustituyendo las componentes re- 
levantes del tensor invariante en fl7.132p . es 



Lab (t) = tto 



ab 



(7.136) 



Como se observa en (17.1361) . Q^i^lli;j es proporcional a ao, a diferencia de 
todos los demas terminos, que son proporcionales a 02- Esto es una conse- 
cuencia directa de la eleccion de tensor invariante. Siendo el unico sector del 
lagrangeano no relacionado con 02, puede ser omitido simplemente escogien- 
do ao = 0. Esta independencia tambien significa que 0^^^;^ es por si solo 
invariante bajo el algebra M. Esto esta relacionado con el hecho que este 
termino corresponde a la linica componente del lagrangeano que sobrevive 
cuando se ocupa directamente la supertraza del algebra M para construir el 
tensor invariante. 

A causa de su forma, Q^^^ll^j aparentemente contiene un termino de inter- 
accion entre u: j Co no confinado al borde del espacio-tiempo. Esto no es mas 
que una ilusion; para visualizarlo, basta con usar la identidad triangular con 

Q^. = Q^o-QS^o + dQ!;:^A.^.- (7.137) 



Aquf Q^^^^o y SiJ^o corresponden a dos lagrangeanos de CS independientes 
de 'gravedad exotica', mientras que Q^^^.^^j;^ es el termino de borde que 
contiene toda la interaccion entre y a). 
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7.4. La Dinamica 

En esta seccion estudiamos las ecuaciones de movimiento para el lagran- 
geano fl7.107p . comentando brevemente acerca del problema del vacio. 



7.4.1. Ecuaciones de movimiento 

Las ecuaciones de movimiento para A j A son completamente analogas 
[cf. ecs. fl3.37l) - fl3.38l) ]. por lo cual en esta seccion seran presentadas solo para 
A. La forma general de las ecuaciones de movimiento para A es 

(F'Ga)^ = 0, (7.138) 

donde {Ga} = {Pa, Zab, Zabcde, Jab,Q} es una base para M, (■■■)m es el 
tensor simetrico invariante fl7.41l) - fl7.44l) y i*" es la curvatura fl7.7ip . 

Las ecuaciones de movimiento asociadas a las variaciones de e", b'^'', bf"^'^^ 
y ip estan dadas por 

Ha = 0, (7.139) 
Hab = 0, (7.140) 

Habcde = 0, (7.141) 

TZB^ip = 0. (7.142) 

Las expresiones exph'citas para Ha, Hab, Habcde J se encuentran en las 
ecs. fl7.125p - fl7.128l) . Estas ecuaciones de movimiento pueden deducirse facil- 
mente de la forma del trozo correspondiente del lagrangeano, ec. fl7.120p . 

La ecuacion de movimiento asociada a la variacion de a;"* es mas compli- 
cada, y puede ser escrita en la forma 



Lab - 10 (D^V^) Zab (D^^) + 5Habc 



+ i^^r^^ ) + 



+^Habcd (B^b^'' - ^^r'^'V') + ^Habc,-c, (d^&^^ -^^ + ^^r^--^^^^ = 0, 

(7.143) 
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donde hemos definido 



Lab = 


(R^Jab)^ , 


i^abTfS = 


{Q"" B? J abQ p) 


Habc = 


(R'^JabPc)^ , 


Habcd = 


(R'^JabZcd)^ , 


Habcdefg = 


{R'^JabZcdefg)j^ 



Estos tensores satisfacen las identidades 





^ Dab TT 

^abc, 


Hcd = 


rtab TT 
2""^ J^abcdi 


Hcdefg = 


c2 ^abcdefg 







(7.144) 
(7.145) 
(7.146) 
(7.147) 
(7.148) 



(7.149) 
(7.150) 
(7.151) 
(7.152) 



Versiones explicitas para fl7.144p - fl7.148l) pueden ser obtenidas recurrien- 
do a las componentes relevantes del tensor invariante fl7.4ip - fl7.44p . El resul- 

tado es 



Lab — «o 



3 

J 

4 



- { R'^ tR^R^ I Rab + ^R^R^ab ~ ^Rab 



(7.153) 



- ^ (^RabR"'^ - ^R^S'^t^ R''^Tcdef + 

52RgHR''R'' - R\R\R'' + {rT 



cdef I 5 



(7.154) 



TT _ "2 p(4) 
J^abc — — -K. 



32 



'abci 



(7.155) 
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2 

Habcd =«2^ab5frf -^R^RefRgh " RlfRgh " RefRlh + 



- - {RehR% + RlhRfg - RlhRfg) + 2^^RehR{g+ 





Al escribir estos tensores hemos utilizado las abreviaciones f l7.129p - fl7.13ip . 



Como primera aplicacion de las ecuaciones de movimiento fl7.139p - fl7.143p 
discutimos el problema del vacio. El ansatz que ocupamos en esta seccion fue 
propuesto por primera vez en las Refs. [311 135] . 

Encontrar el vaci'o 'verdadero' para una teori'a de campos transgresora 
es un problema no trivial muy interesante. El candidato natural es = 0; 
esta configuracion satisface las ecuaciones de campo, es estable, sin carga y 
completamente invariante de gauge. Sin embargo, cuando la dimension del 
espacio-tiempo d = 2n + 1 > 5, existe un problema: las perturbaciones 
de primer orden sobre esta solucion son modos cercl^, como puede apreciarse 
direct amente de las ecuaciones de movimiento, 



Esto significa que no hay grados de libertad propagantes locales. 

Varias soluciones ban sido ofrecidas para este problema. En la Ref. [39] . 
por ejemplo, se propone acoplar materia a la accion de CS por medio de Imeas 

^Este problema existe tambien para las teorfas de CS (recordemos que las ecuaciones 
de movimiento son identicas). 



7.4.2. El Vaci'o y d = A 



{F^Ga) = 0. 
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de Wilson; esto resulta en perturbaciones no nulas alrededor de la solucion 
F = 0. Una solucion alternativa fue sugerida en las Refs. [Ml [35], donde, 
sin agregar materia ni modificar la accion en modo alguno, se abandona la 
solucion = en favor de otra que satisfaga fl7.158p como un cero simple, de 
manera de permitir que las perturbaciones de propaguen. Una consecuencia 
impresionante de este ultimo enfoque es que, escogiendo un ansatz apropiado, 
uno encuentra una configuracion de universo tetradimensional como solucion. 

En esta seccion analizamos como el modelo propuesto en [Ml 135] encaja 
dentro de esta teoria, que posee un lagrangeano distinto. Tambien exploramos 
las consecuencias de permitir que la torsion 11-dimensional sea distinta de 
cero. 

Consideremos el ansatz geometrico M = X^+i x 5'^°"'^, donde X^+i es el 
'producto combado' {^warped producV) de una variedad (i-dimensional M^, y 
M, y S^^~'^ corresponde a una variedad (10 — (i)-dimensional con curvatura 
constante y sin torsion. La metrica para este caso corresponde a la ec. (4.3) 
de la Ref . 



ds^ = e-2«l^l (dz^ + ^('jjdxMx^) + 7i\°-'^di/''dy\ (7.159) 

donde son las coordenadas locales en M^, z es una coordenada a lo largo 
de M, y y'^ son las coordenadas locales en 5'^°"'^. Solo por esta seccion usamos 
el fndice Z para el espacio tangente de M; a,b,c, . . . para el espacio tangente 
de Mfi e k, . . . para el espacio tangente de 5'^°^'^. 

Las componentes de la curvatura y la torsion para este ansatz son 

j^ab ^ ^ab _ ^2~a~b ^ (^~a ^b _ g6^a^ _ ^b ^ {7 .im) 

R'^ = -2e^\'\^6 (z) E^e" - 2^6 (z) f" + D^k^ (7.161) 

rpa ^ ^a^Z ^ e-i\z\fa^ (7.162) 

Aqui las cantidades del lado izquierdo son las componentes sobre M^x^M 
de la torsion y la curvatura de Lorentz. Las cantidades con tilde del lado 
derecho, como i?"*, T" y e", denotan objetos pertenecientes a la variedad 
Md. K° corresponde a la componente k""^ de la contorsion 11-dimensional. La 
funcion escalon de Heaviside y la delta de Dirac son denotadas de manera 
usual como 9 (z) j 6 (z). 

A partir de la ecuacion de movimiento Ha = [cf. ec. (17.1391) ] es posible 
demostrar, siguiendo los mismos argumentos que en |35j|, que la unica 
manera de tener grados de libertad propagantes es imponer d = 4. 
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con 



En este caso (rf = 4), la ec. Ha = se desdobla en 

ee«l^l5 (z) E^Sabcd [r"' - ee'^e'^ = (7-164) 

Sabcd [r^' - e'e^e^) [R"" - e'e'e'') = T, (7.165) 

T, =2E^e«l^le5 (z) Sabcd - (z) {B'^k' - e^K'^)^ 



X ( ^D^/t^ - ^0 (z) ) , (7.166) 



2 

r = - Asabcd (r"' - ee^B' + {z) [rn' - - ^^k'^h'^ x 

X {iO {z) {e^K'^ - e'^K^) - • (7.167) 

La primera de estas ecuaciones corresponde a las ecuaciones de Einstein, 
con soporte limitado a M4. El lado derecho de esta ecuacion contiene acopla- 
mientos entre gravedad y torsion. Aiin imponiendo la torsion 4-dimensional 

igual a cero, las componentes restantes se camuflan como una especie 
de materia segun el punto de vista de un observador 4-dimensional. La se- 
gunda ecuacion impone relaciones extra entre la geometrfa 4-dimensional y 

Las ecuaciones de movimiento fl7.140p - fl7.141l) imponen aiin mas restric- 
ciones sobre la geometrfa. 

En contraste, las ecuaciones de movimiento fl7.142l) - fl7.143p relacionan la 
geometrfa 4-dimensional con k", los fermiones y las cargas centrales. 

De este modo se encuentra que existen demasiadas restricciones sobre 
la geometrfa como para reproducir Relatividad General en d = 4 (para un 
analisis de una situacion similar que ocurre en cinco dimensiones, ver la 
Ref. |28l). 

Existen varias maneras de lidiar con este problema. El exceso de restric- 
ciones esta relacionado con la eleccion de semigrupo lieclia al construir el 
algebra M y tambien al procedimiento de 05-forzamiento. Escogiendo distin- 
tos semigrupos uno podrfa estudiar distintas algebras relacionadas con 971 
pero que careciesen de su rigidez dinamica. 



Capitulo 8 



Conclusiones y Resultados 
Principales 

En este capitulo final resumimos los resultados principales obtenidos en 
la Tesis. 

Las formas de transgresion permiten definir teorias de gauge en dimen- 
siones impares con un funcional de accion completamente invariante bajo 
transformaciones de gauge. La conexion con los lagrangeanos de CS es anali- 
zada en detalle, poniendo enfasis en los aspectos relacionados con la perdida 
de la invariancia de gauge. 

La formula extendida de la homotopia de Cartan es utilizada como base 
para un metodo de separacion en subespacios para lagrangeanos transgre- 
sores. El metodo permite separar un lagrangeano en lagrangeanos parciales 
para los distintos subespacios del algebra de gauge. Las identidades involucra- 
das, derivadas de la FEHC, son tambien de ayuda para clarificar la conexion 
entre transgresion y CS. 

Como ejemplo de accion transgresora y de aplicacion del metodo de se- 
paracion en subespacios rederivamos la accion finita para gravitacion en di- 
mensiones impares introducida en [55] . 

Introducimos un metodo de expansion de algebras de Lie complement ario 
al presentado por de Azcarraga, Izquierdo, Picon y Varela en [25] . El metodo 
hace uso extensivo de semigrupos abelianos discretos, generalizando de este 
modo el proceso de expansion en serie ocupado en |25]. Explicamos como 
obtener subalgebras y lo que liemos llamado 'algebras forzadas' a partir de 
una algebra 5'-expandida. Damos teoremas generales que permiten extraer 
un tensor invariante para algebras S'-expandidas y algunos de sus derivados 



125 



126 CAPITULO 8. CONCLUSIONES Y RESULTADOS PRINCIPALES 



en terminos de un tensor invariante para el algebra original. 

En el capftulo [7] ocupamos el metodo de S'-expansion para escribir una 
accion transgresora en d = 11 para el algebra M. Tambien liacemos uso del 
metodo de separacion en subespacios para encontrar una forma explicita para 
el lagrangeano. Estudiamos brevemente la dinamica producida por la teorfa, 
encontrando que la forma del algebra y del tensor invariante conducen a una 
geometria fuertemente constreriida. Proponemos algunas alternativas para 
mejorar el comportamiento dinamico basadas en lo aprendido a traves del 
procedimiento de S'-Expansion. 

El trabajo desarroUado en esta Tesis puede ser ampliado en varias direc- 
ciones. 

En el marco de las teon'as de gauge transgresoras, existen muchos ejem- 
plos interesantes, correspondientes a diferentes algebras y tensores invarian- 
tes, que pueden ser explorados y utilizados como base para modelos fenome- 
nologicos, ya sea de objetos locales como agujeros negros y de gusano, como 
de cosmologfa. 

La S'-Expansion probablemente admita una generalizacion al caso de un 
semigrupo infinito con un numero contable de elementos. Esto permitin'a ha- 
cer contacto con las algebras de Kac-Moody, de interes tanto para matemati- 
cos como para fisicos. Otra generalizacion imaginable consiste en admitir la 
posibilidad de un conjunto con elementos conmutantes y anticonmutantes 
que tome el lugar del semigrupo. Si esta idea resulta factible, proveen'a de 
un medio de derivar superalgebras a partir de algebras de Lie ordinarias. 



Apendice A 

Notacion y Convenciones 



La dimension del espacio-tiempo es denotada por d. Esta es casi siempre 
impar, d — 2n + 1. 

Indices latinos en mayiisculas (A, B,C, . . .) sc usan para denotar conjun- 
tos de indices o indices de conjuntos no especificados; tipicamente, genera- 
dores de un algebra de Lie arbitraria. 

Indices latinos en miniisculas a partir del comienzo del alfabeto (a, b,c, . . .) 
denotan indices de Lorentz, i.e. indices del espacio tangente. 

Indices latinos en minuscTilas a partir de la mitad del alfabeto k, . . .) 
son usados en multitud dc contcxtos distintos; para las componentes no nulas 
de un semigrupo, para contar tensores de Lorentz, etc. 

Indices griegos a partir del comienzo del alfabeto (a, /5, 7, . . . ) son usados 
en dos contextos distintos: para las componentes de un semigrupo generico 
S y para las componentes de spinorcs y matrices dc Dirac. 

Indices griegos a partir de la mitad del alfabeto z/, . . . ) son usados (cs- 
casamente) para componentes de vectores o tensores en la base coordenada. 

Las algebras de Lie tienen nombres en fuente S^roHur: osp(32|l), 
so (n). 

Los objetos valuados en un algebra de Lie son escritos en negrita: A, Ta- 
El simbolo A utilizado a menudo para denotar el producto entre formas 
diferenciales es frecuentemente omitido a lo largo de la Tesis. 

La simetrizacion y antisimetrizacion son realizadas con peso 1, i.e. Z^ah\ = 
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Apendice B 



Cargas Conservadas para la 
Accion Transgresora 

B.l. El Teorema de Noether 

En este Apendice damos una demostracion del Teorema de Noether en el 
lenguaje de las formas diferenciales. El objetivo de este Apendice es proveer 
de un fundamento colierente para las formulas usadas para calcular corrien- 
tes conservadas para la accion transgresora (ver Apendice IB.2p . asi como 
clarificar la notacion y las convenciones usadas. 

Sea L = L (0) una d-forma lagrangeana para un campo (j) arbitrario (por 
supuesto, (f) representa en general un conjunto de campos). Asumiremos que 
este lagrangeano es invariante bajo difeomorfismos y bajo transformaciones 
de gauge asociadas a una cierta algebra de Lie. 

Bajo una variacion infinitesimal arbitraria 0^0 + 50, el lagrangeano 
cambia en 

(5L = E (0) 50 + dS (0, 50) , (B.l) 

donde E (0) = corresponden a las ecuaciones de movimiento y S es una 
{d — l)-forma que depende de y de su variacion 50. 

Cuando la variacion 50 corresponde a una transformacion de gauge, el 
lagrangeano variara a lo mas en una forma exacta, 

5gauge-Z^ = dfi. (B.2) 
Esto significa que, cuando las ecuaciones de movimiento E (0) = son satis- 
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fechas, la corriente 

'^•-^gauge ^ '^gauge (-^•'^) 

es conservada on-shell, i.e. d ^Jgaugc = 0. La notacion Hgauge usada en (IB. 31) 
indica que debemos reemplazar en S (0, 50) la transformacion de gauge co- 
rrespondiente a 0, es decir, Sgauge = ^ (0, (^gauge^)- La ec. flB.3P es la base para 



el calculo de la corriente de gauge para la accion transgresora presentado en 
el Apendice IB.2.1[ 

Bajo un difeomorfismo infinitesimal Sx'^ = (x) , la variacion funcional 
del lagrangeano puede escribirse en la forma 

S([[{L = — £^L 

= - (dl^ + Igd) L 

= -dl^L, (B.4) 

donde hemos usado la identidad dL = 0. Reemplazando (lB.4p en (IB.ip encon- 
tramos que, cuando las ecuaciones de movimiento E (0) = son satisfechas, 
la corriente 

*Jdif = -Sdif - (B.5) 

es conservada on-shell, i.e. d *Jdif = 0. La notacion S^if usada en (]B.5|) 
indica que debemos reemplazar en S (0, 50) la accion del difeomorfismo sobre 
0, es decir, Hjif = 2(0, 5dif0)- La ec. (IB.Sp es la base para el calculo de 
la corriente de difeomorfismos para la accion transgresora presentado en el 
Apendice [BXI 

B.2. Corrientes Conservadas para la Accion 
Transgresora 

En este Apendice presentamos una deduccion de las corrientes de Noe- 
ther asociadas a transformaciones de gauge y difeomorfismos para la accion 
transgresora. 

Con la notacion del Apendice IB. II y la seccion I3.2.2| tenemos 



+ l)k [ dt{6At@Fl'-^). (B.6) 
Jo 



Parte importante del calculo desarroUado en las secciones IB. 2. II y IB. 2. 21 con- 
siste en particularizar S para los casos de transformaciones de gauge y difeo- 
morfismos. 
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B.2.1. Corriente de gauge 

Como se mostro en el Apendice IB.ll la corriente de Noether asociada a 
transformaciones de gauge tiene la forma general [cf. ec. flB.31) 

En el caso particular de la accion transgresora (13. 131) . el primer termino 
en flB.7l) se anula identicamente (ver seccion [3.2.ip : 

n = 0. (B.8) 

Para evaluar el segundo termino partimos de la variacion de A y A bajo 
transformaciones de gauge [cf. ecs. fl3.16p - fl3.17p ]. 

= -DA, (B.9) 
5„A = -DA. (B.IO) 

Reemplazando f lB.9p y f lB.lOp en la definicion de At encontramos 

= -DA, (B.ll) 

donde denota la derivada covariante en la conexion At. Sustituyendo 
ahora f lB.lOp en f ]B.6p hallamos 



gauge n \Tl 



+ l)k [ dt{DtX@FI'-^) . (B.12) 
Jo 



Usando la identidad de Bianclii DtFt = 0, la regla de Leibniz para y 
la propiedad de invar iancia del tensor simetrico (■■■), obtenemos 

-n{n+l)kd [ dt{X@Fl'-^) + n{n + l)k [ dt {XBteFl"-^) . 
Jo Jo 

(B.13) 

Ahora reemplazamos la identidad (d/dt) Ft = D^© e integramos por par- 
tes en t en el segundo termino para obtener 



-gauge 



^gauge ^ \^ 



+ l)kd [ dt{XeF^''-^) + {n+l)k [ dt^iXFI"), (B.14) 
Jo Jo dt 
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de donde nos vemos conducidos directamente a 



^ gauge ^ 



{n + i)kd [ dt {xer;'-^) + {n + i)k ((af") - (af")) . 

Jo 



(B.15) 

Sustituyendo (IB.SP y (1B.15|) en (]B.7|) hallamos finalmente la corriente de 



gauge ^ 

^Jgauge =n{n + l)kd dt (AGF^""^) . (B.16) 

Jo 

Al escribir esta corriente hemos omitido terminos proporcionales a las ecua- 
ciones de movimiento, de modo que ella solo esta definida on-shell. 

B.2.2. Corriente de difeomorfismos 

Como se mostro en el Apendice IB.ll la corriente de Noether asociada 
a la invariancia bajo difeomorfismos de la accion tiene la forma general 
[cf. ec. flRS]) ] 

Para evaluar el primer termino en ( IB. 171) partimos de la variacion de A 
y A bajo difeomorfismos [cf. ecs. f l3.14l) - fl3.15l) ]. 

6difA = -£^A, (B.18) 
6difA = -£^A. (B.19) 

Reemplazando flB.181) y flB.191) en la definicion de At encontramos 

5difAi = -£^At. (B.20) 

Sustituyendo (IB. 201) en (IB. 61) obtenemos 

Eiii = -n{n + l)k [ dt{£^At@FJ}-^) . (B.21) 
Jo 

Usando ahora la identidad 

£^At = \Ft + DJ^Ai (B.22) 

podemos escribir 

Edii = -n{n + l)k [ dt {l^Ft&FI'-^) - n {n + 1) k [ dt {Dtl^At&Fl'-^) . 
Jo Jo 

(B.23) 
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Ocupando la regla de Leibniz para el operador de contraccion y para la de- 
rivada covariante Dj, mas la identidad de Bianchi DtFt = y las propiedades 
del tensor simetrico invariante (■ ■ ■ ) liallamos 



-dif 



- 1^4'"+'^ + {n + l)k [ dt {\@F]}) + 

-n(n + l)M f dt{\i.At@FJ}-^) + 
Jo 

+ n{n + l)k [ dt{l^AtDt&FI'~'). 
Jo 



A continuacion hacemos uso de las identidades 

j^Ft = Dt&, (B.24) 
j^l^A, = I^e, (B.25) 
en el segundo y cuarto terminos e integramos por partes en t para obtener 



-n{n + l)kd [ dt {l^AteF^""-^) , (B.26) 
Jo 

de donde nos vemos conducidos directamente a 

Sdif + IgL^?"^') =-n{n + l)kd [ dt {l^AteFl"-^) + 

Jo 

+ {n + l)k ((I^AF") - (I^AF")) . (B.27) 
Sustituyendo (]B.27|) en (]B.17p hallamos la corriente de difeomorfismos 

*Jdif =n{n + l)kd [ dt (l^AiGF,"-!) . (B.28) 
Jo 

Al escribir esta corriente hemos omitido terminos proporcionales a las ecua- 
ciones de movimiento, de modo que ella solo esta definida on-shell. 



APENDICE B. CARGAS TRANSGRESORAS 



Apendice C 



La Delta de Kronecker 
generalizada 

La delta de Kronecker generalizada es definida mediante el determinante 



CX" = det 




Kl ■ 
■ 


■ 






■ 





(C.l) 



con 1 < n < siendo d el rango de los indices (usualmente identificado con 
la dimensionalidad del espacio-ticmpo). 

De su definicion, la delta es un tensor de tipo (n, n) totalmente 

antisimetrico, i.e. CX = t^^tf = ^K-t]" 



C.l. Identidades de Contraccion 

Contrayendo n — r indices en una delta con n indices se obtiene una delta 
con r indices: 

bi---brar+i---a„ 

Un caso particular de interes es 



-ai---an 
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{d - n)\ '''■■■''^ 



d\ 



{d-n)\ 



(C.2) 



(C.3) 
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Sea ^'^i ' "" un tensor totalmente antisimetrico. Entonces, 

C-X;^^'"'^" = nW'-"", (C.4) 

El simbolo de permutaciones de Levi-Civita puede ser escrito como un 
caso particular de la delta de Kronecker con n = d: 

ea.-a, = Si;:',,, (C.6) 

El producto de dos simbolos de Levi-Civita permite recuperar la delta: 

C.2. Particiones de la Delta 

DesarroUando el determinante (IC.ip a largo de la primera fila encontramos 

donde la notacion hp indica que el mdice hp debe ser excluido. Iterando una 
vez esta identidad podemos escribir 

n— 1 n 
p=l g=p+l 

El caso general, donde se particiona una delta con n indices en una delta 
con r por una delta con n — r, es 

n—r+l n—r+2 n—1 

CX" = (-1)"""'"' E E ■•• E 

Pl = l P2=Pl+l Pr-l=Pr-2 + l 

n 

y ^ . (C.ll) 

Pr=Pr-l + l 
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Por supuesto, las identidades ( lC.9[l -( IC.lip pueden tambien escribirse desa- 
rrollando el determinante por columnas, en cuyo caso obtenemos 



n— r+l n—r+2 n— 1 



pi=l P2=P1 + 1 Pr-l=Pr-2 + l 

n 

J^'jPl^ hPi- r'^Pl ■I^Pr ■■■<^Pr -^2'\ 

Pr=Pr-l + l 

La siguiente identidad corresponde a una particion 'implicita' de la delta: 

rai---a„ _ / ^ \ r[ai---ap rap+i-- a„] _ / ^ \ (-ai-'-ap rap+i---an ('P 1 

C.3. La ?7 antisimetrizada 

Resulta muy conveniente definir 

V[m-a,][b^-b,] = Kl'.'Z i'^bici ■ ■ ■ Vb,c,) , (C.14) 
^[ai-ap][bi-bp] ^ ^ai- ap ^^bia _ _ . ^bpCp j _ (C.15) 

Estos tensores son completamente antisimetricos en los indices indicados 
{ai ■ ■ ■ ap Y bi ■ ■ ■ bp) , siendo a la vez simetricos bajo intercambios de los dos 
grupos antisimetricos de indices: 

?7[fei-fep][ai-ap] = Vlai-ap]lbi-bp], (C.16) 
^[bi--bp][ai-ap] _ ^[ai---ap][fei---fep] ^ (C.17) 

La 7] antisimetrizada actiia como una metrica en el espacio de los tensores 
completamente antisimetricos: 

V[a....ap][b^-bp]A'--''^ = p\A,,...ap, (C.18) 
^[ai...ap][6i...fep]^^^ _p,^ai...ap_ ^Q -^g^ 

La contraccion entre etas devuelve una delta: 

V"^-"''"'=^-'=''i^[c....cp][.,...p] = pKlr (C.20) 
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Apendice D 

El Algebra de Clifford 



En este Apendice presentamos brevemente los aspectos mas importantes 
relacionados con el Algebra de Clifford que son ocupados a lo largo de la Tesis, 
especialmente en el capitulo [71 Una referenda excelente para este Apendice 
es el artfculo de A. Van Proeyen [76] . 



D.l. Definiciones 

Las matrices de Dirac en un espacio-tiempo de d dimensiones son defini- 
das mediante el requerimiento 

{r,,r,} = 2r7,,, (D.l) 



donde rjab = diag (—,+,...,+) es la metrica de Minkowski. El algebra ( ID.ip 



satisfeclia por estas matrices es conocida como Algebra de Clifford. Las ma- 
trices Ta son de dimension m x m, donde m = 2''^/^] (esto puede deducirse 
contando cuantas matrices linealmente independientes pueden generarse a 
partir de las matrices de Dirac y sus productos). 

De sumo interes son los productos antisimetrizados de matrices de Dirac: 

Tai - aj, = ^[ai ' " - Tap] (D-2) 

= ^e-a;r^.---r.,. (D.3) 
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Es tambien usual definir la matriz como 



r, = ro---rd_i (d.4) 

= ^e'^'-^^T,,...T,^ (D.5) 
= le'^--^r„^...,^. (D.6) 

Esta matriz satisface las identidades 

r2^(_l){^-2)(rf+l)/2^ (D.7) 

r,r„ = (-i)"+^r,r„ (d.s) 
r*r,,...,^ = (-if('^+^)r,,....^r.. (d.9) 

Como r^, conmuta con todas las matrices de Dirac en dimensiones impa- 
res, ella debe ser igual a un multiplo de la matriz identidad: = al. Mas 
aiin, como en dimension d = 2n + 1 tenemos = (—1)'^'^^ 1, vemos que 
a = ±i''+\ 

La siguiente identidad es satisfecha: 

F = i_ Y^d-k+i-^dY CD 10) 

En dimensiones impares, F* = ±i"+^, y (ID.lOp proporciona una relacion de 
dualidad entre F[p] y T^^-p] que sera ampliamente utilizada. 

El signo de cr en F* = 0" sirve para etiquetar las dos representaciones 
inequivalentes para las matrices de Dirac que existen en d = 2n + 1. 



D.2. Simetrias 



Las matrices Fj y — Fj tambien satisfacen el algebra de Clifford fID.ip . de 



modo que deben estar relacionadas con F^ por medio de una transformacion 
de (anti) similaridad: 

T^ = ^CTaC-\ (D.ll) 

donde C es conocida como la matriz de conjugacion de carga. Esta matriz C 
puede ser simetrica o antisimetrica: 



(D.12) 



D.2. SIMETRIAS 
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dmodS 


A 




s 


A 





+1 


-1-1 


1 4 


2 3 


n 


-1-1 


—1 


3 4 


1 2 


1 


1 -L 


4-1 


1 4 


2 3 


2 


+1 


+ 1 


1,4 


2,3 


2 


-1 


-1 


1,2 


3,4 


3 


-1 


-1 


1,2 


3,4 


4 


-1 


+ 1 


2,3 


1,4 


4 


-1 


-1 


1,2 


3,4 


5 


-1 


+ 1 


2,3 


1,4 


6 


-1 


+ 1 


2,3 


1,4 


6 


+1 


-1 


3,4 


1,2 


7 


+1 


-1 


3,4 


1,2 



Cuadro D.l: La matriz de conjugacion de carga C y las matrices de Dirac 
Tar - Op pueden ser simetricas o antisimetricas, de acuerdo a las ecs. = AC 

y (CT,,...aJ^ = (-ir(P-')/'Ae(CT,,...,J, con A^ = = +1. Esta tabla 
muestra los valores permitidos para A y ^ segiin la dimension del espacio- 
tiempo. Las ultimas dos columnas muestran cuales matrices L^i-.-ap resultan 
ser simetricas o antisimetricas con la eleccion de signos indicada. Conviene 
recordar que Ffp] tiene siempre la misma simetn'a que r[p+4]. 



con ^2 = ;\2 ^ 

Puede demostrarse facilmente que la simetria de las matrices Ta^...ap queda 
determinada a partir de la simetria de C y de Fa a traves de la ecuacion 

(CT,,..,J^ = (-lyiP-^y^ xe (CT.,....J . (D.13) 



De flD.13P vemos que la matriz T^p] tiene siempre la misma simetria que la 



matriz r[p+4]. 

Contando cuantas matrices simetricas y antisimetricas hay en cada di- 
mension es posible obtener condiciones sobre A y El resultado se muestra 
en el cuadro [PTTl donde tambien se indica cuales matrices CT[p] resultan ser 
simetricas o antisimetricas con la combinacion de signos ocupada (pmod4). 
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D.3. El Algebra de Dirac 

Las matrices de Dirac Taj^...ap forman una base para todas las matrices de 
m X m. 

En dimensiones pares d = 2n, todas las matrices T[p], p = 0,1, . . . , 2n, son 
linealmente independientes; en efecto, sumando obtenemos Yl'^o Cp) — 2^", 
que es el numero de matrices de 2" x 2" linealmente independientes. 

En dimensiones impares d = 2n + l, en cambio, la mitad de las matrices es 
proporcional a la otra mitad, y uno debe escoger un subconjunto de ellas como 
base. Una opcion es considerar T^p^, p = 0,1, ... ,n, las cuales totalizan el 
numero correcto: ^^^q {^^p^) = 2^", que corresponde al numero de matrices 
de 2" X 2" linealmente independientes. 

La base provista por las matrices de Dirac es ortogonal en el sentido que 

Tr (r«--''r,,...,J = (-ifP-^y^ rn5Z:Z, (D.14) 

donde entendemos que la delta ^l^^.,.'^^ es cero cuando p ^ q. 

Usando (ID. 141) es directo calcular los coeficientes en una expansion del 
tipo 

p>0 ^' 

los cuales result an ser 

ka,...a, = - (-ir(^-^)/^ Tr (Mr,,....J . (D.16) 
m 

La sumatoria en (ID.ISP incluye solo las matrices linealmente independientes, 
i.e. p = 0, . . . ,2n para d = 2n j p = 0, . . . ,n para d = 2n + 1. 



D.4. Multiplicando matrices de Dirac 

Van Proeyen [76] entrega la siguiente formula para multiplicar matrices 
de Dirac: 



DA. MULTIPLICANDO MATRICES DE DIRAC 
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donde 

s = ^{i+j-k), (D.18) 

t = ^{z-j + k), (D.19) 

u = ^{-t + j + k). (D.20) 

La sumatoria en ( 1D.17P debe realizarse con k variando de dos en dos, de 
manera que s, t, u solo tomen valores enteros. Es tambien importante observar 
que los indices inferiores en las s deltas de Kronecker van en orden decreciente, 
i.e. i,i — 1, . . . ,t + 2,t + 1. 

La gran ventaja de (]D.17p radica en que todos los indices son libres, 
de modo que el resultado es transparente. Una desventaja (por lo menos 
desde nuestro punto de vista) es que es necesario realizar antisimetrizaciones 
complicadas en todos los indices. 

Efectuando explicitamente las antisimetrizaciones indicadas en fID.lTp . 



reordenando los indices y ocupando la identidad fIC.lip para partir y recom- 
binar las deltas de Kronecker resultantes, Uegamos a la formula equivalente 



mm(i,j) 

■pai---ai-p _ \ ^ / 1 \s(s-l)/2 rai---aiei---e„p(ii---di iT* 91 ^ 



=0 

donde ahora t j u est an definidos como 

t = i-s, (D.22) 
u=j~s. (D.23) 



La sumatoria sobre s en ( ]D.21|) va de uno en uno, a diferencia de lo que 



ocurria en (1D.17|) . La ventaja de (]D.2ip sobre (]D.17p radica en la ausencia de 
parentesis de antisimetri'zacion; el precio a pagar por ello es que ahora cada 
termino contiene t + u = i+ j — 2s indices mudos. 

Formulas parecidas a (lD.2ip pueden ser escritas para el conmutador y 
para el anticonmutador de dos matrices de Dirac: 



mm(ij) 



s=0 



X [i - (-i)^^'-^'] 5.^\;..^^:?r'^--^*,^...,^, (D.24) 
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mm(ij) 

{r. -,r,....,}= J: J^(-i)*-"/^x 



s=0 



X 1 



irai---aiei--eu-pdi--dt fj) 



Una desventaja comun a las formulas fID.lTp y flD.2ip es que las matrices 



de Dirac involucradas tienen los indices en posiciones diferentes. Esta obser- 
vacion puede parecer pueril, pero este hecho ciertamente impide la anidacion 
de la formula para obtener productos de un mimero mayor matrices. Ocupan- 
do la identidad (IC.lip es posible obtener una version completamente expli'cita 



del producto de dos matrices de Dirac, con la ventaja adicional de tener todos 
los indices en la misma posicion: 

mm{i,j) 

Ta,...a,Tb,...bj = ^ai-a.fei...fe, (s) , (D.26) 

3 = 

con 

pi = l Ps=Ps-l+l 

1+i—s i 
^ ^ . . . hPs+<?iH Vqs 

qi=l (js=(js_i+l 
^[agj ■■■aqs] [fopi ■■■bps^ "-^'"^qi '""-qa ■■■aibi---bp^ ■■■bp^ --bj' (D.27) 

Multiplicando por dos tensores antisimetricos arbitrarios A"''^'""'^ y B^^ '^^ 
y ocupando nuevamente la identidad fIC.lip . obtenemos la formula 

fll ■ ■ -di^j — 2s ' \ ' / 

donde hemos usado las abreviaciones 

A = A'^^-"T,,...,,, (D.29) 
B,=B''-'^T,,.. (D.30) 



D.5. SPINORES DE MAJORANA EN d = 11 
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La identidad ( 1D.28I1 en particular nos ha resultado invaluable a la hora 
de calcular productos simetrizados de matrices de Dirac, como los que se re- 
quieren para definir un tensor invariante para osp (32|1) (y, via S'-expansion, 
para el algebra M). 

Los resultados obtenidos a partir de la identidad ( ID. 281) que han sido uti- 
lizados en la Tesis fueron tambien comprobados numericamente haciendo uso 
de un paquete especializado para Mathematica desarrollado por U. Gran [33] . 



D.5. Spinores de Majorana en d = 11 

En este Apendice listamos algunas propiedades importantes de los spino- 
res de Majorana en d = 11 utilizadas en la Tesis. 

Un spinor de Lorentz en d = 11 es una coleccion de 32 niimeros de Grass- 
mann ■?/'", a = 1, . . . , 32, a menudo denotados colectivamente simplemente 
por ip. El spinor pertenece a la representacion del grupo de Lorentz dada 
por las matrices de Dirac, i.e. bajo una rotacion de Lorentz transforma de 
acuerdo a la ley 

ij' = exp Qa^^L,,^ V^, (D.31) 

donde A"^* = — A''" son los parametros de la transformacion. La version infi- 
nitesimal de (ID. 311) es 

5^ = ^A'^T.fcV'. (D.32) 

Una variedad espacio-temporal [i.e. con signatura (—,+,...,+)] de 11 
dimensiones admite spinores de Majorana [22] • La propiedad de Majorana 
del spinor significa que el spinor ip del espacio dual puede ser escrito en 
terminos de ip en la forma 

= ^^C^a, (D.33) 

donde Caf3 = —Cpa es la matriz de conjugacion de carga. La relacion inversa 
es 

il,^ = V'^C"^", (D.34) 
donde C"^ es la matriz inversa de Cap, 



(D.35) 
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Sean x Y C dos spinores de Majorana. Las siguientes identidades de con- 
traccion son satisfechas: 



donde S es una matriz simetrica y A una matriz antisimetrica, en el sentido 



que C(3jS\ = C^^S^p, Cp^A^^ = -CayA^f^. Las identidades flD36|l - flD38|) 



son validas cuando las componentes de x Y C son 0-formas de Grassmann. 
Un factor de signo adicional (— 1)^'^ debe ser agregado para el caso de una 
p-forma con una g-forma. 

Las propiedades de los spinores de Majorana en d = 11 son usadas prin- 
cipalmente en el capftulo [7l 



xSC = -(Sx, 

XAC = (Ax, 



(D.36) 
(D.37) 
(D.38) 
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